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ÃËÀÂÀ I

ÒÅÎÐÈß ÌÍÎÆÅÑÒÂ

Ïðåæäå, ÷åì ïîçíàêîìèòüñÿ ñ îñíîâíûìè ðàçäåëàìè ìàòåìàòè÷åñêîé ëî-
ãèêè, ñôîðìóëèðóåì èíòóèòèâíóþ (íàèâíóþ) òåîðèþ ìíîæåñòâ. Íàøà öåëü â
ýòîé ãëàâå � çàôèêñèðîâàòü îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ è èçëîæèòü
íåñêîëüêî îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ. Ìíîãèå ñâåäåíèÿ ýòîé ãëàâû íàâåðíÿêà Âàì
óæå èçâåñòíû èç êóðñà àëãåáðû, ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è äèñêðåòíîé ìàòå-
ìàòèêè. Òåì íå ìåíåå, ðåêîìåíäóåòñÿ ïðî÷èòàòü èõ äëÿ òîãî, ÷òîáû âñïîìíèòü
îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà, ïðèâûêíóòü ê îáîçíà÷åíèÿì íàøåãî êóðñà, ïîñìîòðåòü,
âîçìîæíî, äðóãèå äîêàçàòåëüñòâà èçâåñòíûõ óòâåðæäåíèé.

Ïðè ïîïûòêå ñèñòåìàòè÷åñêîãî èçëîæåíèÿ ìàòåìàòèêè (âïðî÷åì, êàê è ëþ-
áîé äðóãîé íàóêè) âîçíèêàåò ïðîáëåìà âûáîðà íà÷àëüíûõ ïîíÿòèé, êîòîðûå
áóäóò ïîëîæåíû â îñíîâó âñåãî èçëîæåíèÿ. Òàêîâûìè, íàïðèìåð, â ãåîìåòðèè
ÿâëÿþòñÿ òî÷êà, ïðÿìàÿ, ïëîñêîñòü. Ìû ïðèâûêëè ïîä òî÷êîé ïîíèìàòü ìåë-
êîå ïÿòíî, îñòàâëÿåìîå ðó÷êîé íà ëèñòå áóìàãè ë¼ãêèì êàñàíèåì. Íî âåäü ýòî
ïÿòíî ïî ñóòè ÿâëÿåòñÿ ôèãóðîé � ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê. Îïðåäåëèòü
ïîíÿòèå ÷åðåç íåãî ñàìî ìû íå ìîæåì. Àíàëîãè÷íàÿ ïðîáëåìà ñ îïðåäåëåíèåì
ïðÿìîé è ïëîñêîñòè.

Êàê ïðàâèëî, âûáîð íà÷àëüíûõ ïîíÿòèé è îáîñíîâàíèå ýòîãî âûáîðà ëå-
æèò âíå îáëàñòè ñàìîé íàóêè. Çäåñü çàäåéñòâîâàíû ôèëîñîôñêèå ïðèíöèïû è
ìåòîäû íàó÷íîãî ïîçíàíèÿ. Ñèñòåìàòèçàöèÿ ìàòåìàòèêè â êîíöå XIX âåêà âû-
ÿâèëà, ÷òî âïîëíå óíèâåðñàëüíûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïîíÿòèÿ ìíîæåñòâà
â êà÷åñòâå åäèíñòâåííîãî íà÷àëüíîãî ïîíÿòèÿ äëÿ âñåé ìàòåìàòèêè. Ýòî ïîðî-
äèëî íîâóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ äèñöèïëèíó � òåîðèþ ìíîæåñòâ. Áûëà ïðîäåëàíà
áîëüøàÿ ðàáîòà ïî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîìó îñìûñëåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ è,
êàê ñëåäñòâèå, ëîãè÷åñêèõ ïîíÿòèé òàêèìè ìàòåìàòèêàìè, êàê Á. Áîëüöàíî, Ð.
Äåäåêèíä, Ã. Êàíòîð, Ã. Ôðåãå, Á. Ðàññåë. Îäíàêî âûñîêàÿ ñòåïåíü àáñòðàêò-
íîñòè è óíèâåðñàëüíîñòè ïîíÿòèÿ ìíîæåñòâà ïðèâåëè ê òðóäíîñòÿì, êîòîðûå
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÷àùå âñåãî íàçûâàþò òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûìè ïàðàäîêñàìè.
Äàëüíåéøèå ðàáîòû â îáëàñòè òåîðèè ìíîæåñòâ ïðèâåëè ê óñòðàíåíèþ ïî-

äîáíûõ ïðîáëåì. Òàê, íàïðèìåð, Ä. Ãèëüáåðò ïðåäëîæèë ïîñòðîèòü ôîðìàëèçà-
öèþ ìàòåìàòèêè òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñðåäñòâàìè ýòîé ñèñòåìû ìîæíî äîêàçàòü
ñâîþ ñîáñòâåííóþ íåïðîòèâîðå÷èâîñòü.

�1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Ñîâîêóïíîñòü íåêîòîðûõ îáúåêòîâ áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì, ñàìè îáú-
åêòû ïðè ýòîì áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòàìè ýòîãî ìíîæåñòâà.

Äîãîâîðèìñÿ ìíîæåñòâà îáîçíà÷àòü çàãëàâíûìè áóêâàìè ëàòèíñêîãî àëôà-
âèòà (âîçìîæíî ñ èíäåêñàìè), à èõ ýëåìåíòû � ñòðî÷íûìè (âîçìîæíî ñ èíäåê-
ñàìè). Òîò ôàêò, ÷òî îáúåêò a ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà B, çàïèñûâàåòñÿ
êàê a ∈ B.

Îïðåäåëåíèå. Ñðåäè âñåõ ìíîæåñòâ âûäåëèì ìíîæåñòâî, êîòîðîå íå ñî-
äåðæèò íè îäíîãî ýëåìåíòà. Òàêîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ïóñòûì è îáîçíà÷à-
åòñÿ ñèìâîëîì ∅.

Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî âñåõ ëåòàþùèõ êðîêîäèëîâ Àíòàðêòèäû ïóñòî, à ìíî-
æåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ïðîñòûõ ÷¼òíûõ ÷èñåë � íåò, îíî ñîñòîèò èç åäèí-
ñòâåííîãî ýëåìåíòà 2.

Â ïðèâåä¼ííûõ ïðèìåðàõ ìû èñïîëüçîâàëè îäèí èç ñïîñîáîâ îïðåäåëåíèÿ
ìíîæåñòâà � îïèñàòåëüíûé. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
èìåííî ýòîò ñïîñîá. Åñëè îáúåêò x îáëàäàåò ñâîéñòâîì P , òî êðàòêî ýòîò ôàêò
áóäåì çàïèñûâàòü êàê P (x). Ìíîæåñòâî âñåõ îáúåêòîâ x, îáëàäàþùèõ ñâîé-
ñòâîì P , áóäåì îáîçíà÷àòü êàê {x | P (x)}. Íàïðèìåð,

{x | x � ëåòàþùèé êðîêîäèë Àíòàðêòèäû},

{x | x ∈ N, x � ïðîñòîå, x
... 2}.

Â ñëó÷àå, êîãäà êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà íåâåëèêî èëè íàì âàæíî
íàãëÿäíî îòîáðàçèòü, êàêèå ýëåìåíòû â í¼ì ñîäåðæàòñÿ, áóäåì òàêæå ïèñàòü
{ýëåìåíòû}. Òàêîé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ ïåðå÷èñëåíèåì.
Íàïðèìåð,

{Ñàøà, Ìàøà, Âîâà},

{2, 4, 6, 8, . . . , 100}.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâàA ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíî-
æåñòâà B, òî ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà B (îáîçíà-
÷åíèå: A ⊆ B).
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Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî âñåõ ÷¼òíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ÿâëåòñÿ ïîäìíîæå-
ñòâîì ìíîæåñòâà âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë; ìíîæåñòâî âñåõ ñòóäåíòîâ Ïðîãðàìì-
íîé èíæåíåðèè ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà âñåõ ñòóäåíòîâ Èíñòèòó-
òà ìàòåìàòèêè è êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé ÄÂÔÓ; ìíîæåñòâî âñåõ ëåòàþùèõ
êðîêîäèëîâ Àíòàðêòèäû (êàê áû ãëîáàëüíî ýòî íè çâó÷àëî) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíî-
æåñòâîì ìíîæåñòâà âñåõ ñòóäåíòîâ íàïðàâëåíèÿ Ïðîãðàììíàÿ èíæåíåðèÿ (ëå-
òàþùèì êðîêîäèëàì òîæå õî÷åòñÿ èçó÷àòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ëîãèêó).

Ïîñìîòðèòå âíèìàòåëüíî íà ïîñëåäíåå îïðåäåëåíèå. Îíî ñîäåðæèò ìíîãî
ìàòåìàòè÷åñêèõ òåðìèíîâ, ïðè÷¼ì íåêîòîðûå èç íèõ èìåþò ñîáñòâåííûå îáî-
çíà÷åíèÿ: ìû óæå ìîæåì ñ ïîìîùüþ ñèìâîëîâ çàïèñàòü ôðàçû ¾ýëåìåíò ìíî-
æåñòâà A¿, ¾ýëåìåíò ìíîæåñòâà B¿, ¾ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì
ìíîæåñòâà B¿. Áûëî áû óäîáíî, åñëè áû ìû è äðóãèå ñëîâà â ýòîì îïðåäå-
ëåíèè ñìîãëè çàïèñàòü ñèìâîëàìè, ÷òî çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèëî áû åãî çàïèñü.
Êàê èçâåñòíî, ìàòåìàòèêè � ëþäè ëåíèâûå, ïîýòîìó óæå äàâíî ïðèäóìàëè ñïå-
öèàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ. Íàïðèìåð, óòâåðæäåíèå ¾åñëè A, òî B¿ ìîæíî êðàòêî
çàïèñàòü êàê A ⇒ B, à ñëîâî ¾ëþáîé¿ îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì ∀. Äàäèì îïðåäå-
ëåíèå ïîäìíîæåñòâà â ââåä¼ííûõ íàìè îáîçíà÷åíèÿõ:

A ⊆ B
df⇐⇒ ∀x (x ∈ A⇒ x ∈ B).

Êàê Âû óæå íàâåðíÿêà äîãàäàëèñü, ñèìâîë⇐⇒ ìîæíî ïðî÷èòàòü êàê ¾òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà¿. Çàïèñü df íàä ñòðåëêîé ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ìû îïðåäåëÿåì
îòíîøåíèå ¾áûòü ïîäìíîæåñòâîì¿ (îò àíãëèéñêîãî def inition � îïðåäåëåíèå).
Âñþäó äàëüøå áóäåì èñïîëüçîâàòü àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ, ÷òîáû îòäåëÿòü
òåðìèí îò åãî îïðåäåëåíèÿ.

Íî è ïðèâåä¼ííàÿ ôîðìóëèðîâêà åù¼ íå îêîí÷àòåëüíûé âàðèàíò! Ìîæíî
ñîêðàòèòü ýòó çàïèñü äî

A ⊆ B
df⇐⇒ ∀x ∈ A (x ∈ B).

Óïðàæíåíèå 1. Ïðî÷èòàéòå ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå. A = B
df⇐⇒ ∀x (x ∈ A⇔ x ∈ B).

Ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ ìîæíî îïðåäåëèòü è ïî-äðóãîìó:

A = B
df⇐⇒ A ⊆ B è B ⊆ A.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè A � ìíîæåñòâî, òî ∅ è A ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè A.
Ýòè ìíîæåñòâà íàçûâàþò òðèâèàëüíûìè.

Îïðåäåëåíèå. ÌíîæåñòâîA íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì ìíî-
æåñòâà B, åñëè A ⊆ B è A 6= B (îáîçíà÷åíèå: A ⊂ B).
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Äàäèì íåìíîãî äðóãîå îïðåäåëåíèå:

A ⊂ B
df⇐⇒ A ⊆ B è ∃x ∈ B (x /∈ A).

Íîâûé ñèìâîë ∃ ÷èòàåòñÿ êàê ¾ñóùåñòâóåò¿. Ñèìâîëû ∀ è ∃ íàçûâàþòñÿ êâàíòî-
ðàìè âñåîáùíîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ ñîîòâåòñòâåííî, îíè èãðàþò âàæíóþ ðîëü
â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ, ñ êîòîðîé ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ Âàìè ïîçäíåå. À ïîêà ìû
áóäåì èñïîëüçîâàòü èõ äëÿ ñîêðàùåíèÿ ôîðìóëèðîâîê îïðåäåëåíèé è òåîðåì.

Íàðÿäó ñ ⊆ è ⊂ áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü ñèìâîëû ⊇ è ⊃.
Óïðàæíåíèå 2. Çàïèøèòå îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèé⊇ è⊃, èñïîëüçóÿ òîëü-

êî ìàòåìàòè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ.
Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ áó-

ëåàíîì A (îáîçíà÷åíèå: P(A)).
Íàïðèìåð, áóëåàí ìíîæåñòâà A = {a, b, c} ñîñòîèò èç 8 ýëåìåíòîâ:

P(A) =
{
∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, A

}
.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Åñëè ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç n ýëåìåíòîâ, òî P(A) ñîäåð-
æèò ðîâíî 2n ìíîæåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü A = {a1, a2, . . . , an}, B ⊆ A. Ïðî ëþáîé ýëåìåíò ai ∈ A, ãäå i 6 n,

ìû ìîæåì îäíîçíà÷íî ñêàçàòü, êàêîå èç óòâåðæäåíèé ai ∈ B è ai /∈ B âåðíî.
Çàïèøåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 0 è 1 äëèíû n ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ i 6 n

� åñëè ýëåìåíò ai ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó B, òî íà i-îì ìåñòå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè çàïèøåì 1;

� åñëè ýëåìåíò ai íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó B, òî íà i-îì ìåñòå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè çàïèøåì 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâó B ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èç 0 è 1 äëèíû n, ïðè÷¼ì åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Áîëåå òîãî, åñëè ìû
âîçüì¼ì êàêóþ-íèáóäü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 0 è 1, ñîñòîÿùóþ èç n ýëåìåíòîâ,
òî îíà ïî ââåä¼ííûì íàìè ïðàâèëàì áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåêîòîðîìó ïîäìíî-
æåñòâó ìíîæåñòâà A. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäìíîæåñòâ ó ìíîæåñòâà A ðîâíî ñòîëü-
êî, ñêîëüêî n-ýëåìåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 0 è 1. ×èòàòåëü, çíàêîìûé ñ
êîìáèíàòîðíûì ïðàâèëîì ïðîèçâåäåíèÿ, ñ ë¼ãêîñòüþ ïîäñ÷èòàåò êîëè÷åñòâî òà-
êèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: òàê êàê êàæäûé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæåò
áûòü îäíèì èç äâóõ ÷èñåë, à âñåãî ýëåìåíòîâ â íåé n, òî ÷èñëî òàêèõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé ðàâíî 2n. �
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�2. Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàíû äâà ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâà A è B. Îïðåäå-
ëèì ñëåäóþùèå îïåðàöèè:

1. Ïåðåñå÷åíèå (îáîçíà÷åíèå: A ∩B)

A ∩B df
= {x | x ∈ A è x ∈ B}.

Èíûìè ñëîâàìè, ïîä ïåðåñå÷åíèåì äâóõ ìíîæåñòâ ïîíèìàþò ìíîæåñòâî, ñîñòî-
ÿùåå èç èõ îáùèõ ýëåìåíòîâ. Ãðàôè÷åñêè ìíîæåñòâà óäîáíî èçîáðàæàòü â âèäå
òàê íàçûâàåìûõ êðóãîâ Ýéëåðà. Íà ðèñóíêå 1 çàêðàøåíî ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ
A è B.

Ðèñóíîê 1 Ðèñóíîê 2 Ðèñóíîê 3

2. Îáúåäèíåíèå (îáîçíà÷åíèå: A ∪B)

A ∪B df
= {x | x ∈ A èëè x ∈ B}.

Ò.å. îáúåäèíåíèå � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ õîòÿ áû â îäíî èç
ìíîæåñòâ A è B (ðèñóíîê 2).

3. Ðàçíîñòü (îáîçíà÷åíèå: A \B)

A \B df
= {x | x ∈ A è x /∈ B}.

Ò.å. ðàçíîñòü � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ âî ìíîæåñòâî A è íå
âõîäÿùèõ âî ìíîæåñòâî B (ðèñóíîê 3). Ýòà îïåðàöèÿ îòëè÷àåòñÿ îò ïåðåñå÷åíèÿ
è îáúåäèíåíèÿ òåì, ÷òî â ðàçíîñòè âàæåí ïîðÿäîê ìíîæåñòâ: ïðè ïåðåñå÷åíèè è
îáúåäèíåíèè ìíîæåñòâ ïîðÿäîê ñàìèõ ìíîæåñòâ, î÷åâèäíî, íå èìååò çíà÷åíèÿ
(òàêèå îïåðàöèè íàçûâàþò êîììóòàòèâíûìè).

4. Åñëè A ⊆ B, òî ìíîæåñòâî B \ A (ðèñóíîê 4) íàçûâàþò äîïîëíåíèåì
ìíîæåñòâà A äî ìíîæåñòâà B (îáîçíà÷åíèå: AB).

Åñëè èçâåñòíî, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå â ðàìêàõ îäíîé ïðîáëåìû ìíîæå-
ñòâà ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè êàêîãî-ëèáî îäíîãî ìíîæåñòâà U , òî âìåñòî AU

ïèøóò ïðîñòî A, à âìåñòî ¾äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà A äî ìíîæåñòâà U¿ ãîâîðÿò
ïðîñòî ¾äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà A¿. Ìíîæåñòâî U ïðè ýòîì íàçûâàþò óíèâåð-
ñàëüíûì ìíîæåñòâîì. Íà ðèñóíêå 5 èçîáðàæåíî äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà A.
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Ðèñóíîê 4 Ðèñóíîê 5

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A, B, C âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîé-
ñòâà:

1. Èäåìïîòåíòíîñòü
a) A ∩ A = A,
b) A ∪ A = A.
2. Êîììóòàòèâíîñòü
a) A ∩B = B ∩ A,
b) A ∪B = B ∪ A.
3. Àññîöèàòèâíîñòü
a) A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C,
b) A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C.
4. Äèñòðèáóòèâíîñòü
a) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C),
b) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

5. A = A.
6. Çàêîíû äå Ìîðãàíà
a) A ∩B = A ∪B,
b) A ∪B = A ∩B.
7. Çàêîíû ïîãëîùåíèÿ
a) A ∩ (A ∪B) = A,
b) A ∪ (A ∩B) = A.
8. A ∪∅ = A.
9. A ∩∅ = ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàæåì, íàïðèìåð, ðàâåíñòâî 5. Òàê êàê íè÷åãî, êðîìå îïðåäåëåíèÿ ðà-

âåíñòâà äâóõ ìíîæåñòâ è îïðåäåëåíèÿ äîïîëíåíèÿ ìíîæåñòâà, ó íàñ íåò, òî è

äîêàçûâàòü íóæíî, îïèðàÿñü íà ýòè îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü a ∈ A. Òîãäà a /∈ A.
Ñëåäîâàòåëüíî, a ∈ A. Î÷åâèäíî, ðàññóæäåíèÿ â îáðàòíóþ ñòîðîíó ïðèâåäóò ê

òîìó, ÷òî åñëè a ∈ A, òî a ∈ A. Ñâîéñòâî 5 äîêàçàíî. Çàïèøåì íàøå äîêàçà-
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òåëüñòâî â áîëåå ïðîñòîé ôîðìå:

a ∈ A ïî îïð⇐⇒ a /∈ A ïî îïð⇐⇒ a ∈ A.

Äîêàæåì çàêîí äå Ìîðãàíà (6b):

c ∈ A ∪B ïî îïð⇐⇒ c /∈ A ∪B ⇐⇒ c /∈ A è c /∈ B ïî îïð⇐⇒

ïî îïð⇐⇒ c ∈ A è c ∈ B ïî îïð⇐⇒ c ∈ A ∩B.

Äîìàøíåå çàäàíèå. Äîêàæèòå îñòàëüíûå ïóíêòû òåîðåìû 2.

�3. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ

Èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî ïîä óïîðÿäî÷åííûì íàáîðîì (èëè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ) èç n ýëåìåíòîâ ïîíèìàåòñÿ n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, â êîòîðîì âàæíî,
â êàêîì ïîðÿäêå çàïèñàíû åãî ýëåìåíòû. Íî òàêîå îïðåäåëåíèå ñ ìàòåìàòè÷å-
ñêîé òî÷êè çðåíèÿ íåâåðíî � âî ìíîæåñòâå íåò íèêàêîãî ïîðÿäêà. Ê òîìó æå
ëþáîå ìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè ýëåìåíòàìè, à çíà÷èò, íå ìîæåò ñîäåð-
æàòü äâóõ îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ, â òî âðåìÿ êàê óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ìîæåò
ñîñòîÿòü èç ñîòíè êîïèé îäíîãî è òîãî æå ýëåìåíòà. Äàäèì áîëåå ñòðîãîå îïðåäå-
ëåíèå óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà èíäóêöèåé ïî n � ÷èñëó ýëåìåíòîâ â ýòîì íàáîðå.
Óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ýëåìåíòîâ a1, . . . , an áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç 〈a1, . . . , an〉
è èíîãäà íàçûâàòü êîðòåæåì, à ÷èñëî n � äëèíîé êîðòåæà 〈a1, . . . , an〉.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè n = 0, òî ïîä óïîðÿäî÷åííûì íàáîðîì 〈 〉 áóäåì ïî-
íèìàòü ìíîæåñòâî ∅.

Åñëè n = 1, òî óïîðÿäî÷åííûé íàáîð 〈a1〉 ðàâåí {a1}.
Åñëè n = 2, òî óïîðÿäî÷åííûé íàáîð 〈a1, a2〉 ðàâåí {{a1}, {a1, a2}}. Òàêîé

íàáîð ÷àùå áóäåì íàçûâàòü óïîðÿäî÷åííîé ïàðîé èëè ïðîñòî ïàðîé.
Åñëè n > 2, òî óïîðÿäî÷åííûé íàáîð 〈a1, . . . , an−1, an〉 ðàâåí óïîðÿäî÷åííîé

ïàðå 〈〈a1, . . . , an−1〉, an〉.
Óïðàæíåíèå 3. Ïðîâåðüòå, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî. Òî åñòü

ïîêàæèòå, ÷òî

〈a1, a2〉 = 〈b1, b2〉 ⇐⇒ a1 = b1 è a2 = b2.

Îïðåäåëåíèå. Äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ A1, . . . , An (îáîçíà-
÷åíèå: A1 × . . .× An) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

{〈x1, . . . , xn〉 | x1 ∈ A1, . . . , xn ∈ An}.
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Íàïðèìåð, åñëè A = {1, 2}, B = {a, b, c}, òî

A×B = {〈1, a〉, 〈1, b〉, 〈1, c〉, 〈2, a〉, 〈2, b〉, 〈2, c〉},

B × A = {〈a, 1〉, 〈a, 2〉, 〈b, 1〉, 〈b, 2〉, 〈c, 1〉, 〈c, 2〉},

A× A = {〈1, 1〉, 〈1, 2〉, 〈2, 1〉, 〈2, 2〉}.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè A1 = . . . = An = A, òî A1× . . .×An íàçûâàåòñÿ n-îé
äåêàðòîâîé ñòåïåíüþ ìíîæåñòâà A è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç An.

Óïðàæíåíèå 4. Âåðíî ëè, ÷òî A× (B × C) = (A×B)× C?

�4. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî ρ ⊆ A1 × . . .×An íàçûâàåòñÿ n-ìåñòíûì îò-
íîøåíèåì íà íàáîðå ìíîæåñòâ A1, . . . , An. Åñëè A1 = . . . = An = A, òî ρ ⊆ An

íàçûâàåòñÿ n-ìåñòíûì îòíîøåíèåì íà ìíîæåñòâå A. Åñëè n = 2, òî ñîîòâåò-
ñòâóþùåå äâóõìåñòíîå îòíîøåíèå áóäåì íàçûâàòü áèíàðíûì.

Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî

ρ = {〈1, a〉, 〈1, c〉, 〈2, c〉}

ÿâëÿåòñÿ áèíàðíûì îòíîøåíèåì íà ïàðå ìíîæåñòâ A = {1, 2}, B = {a, b, c}.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ρ ⊆ A×B. Ìíîæåñòâî

D(ρ)
df
= {x ∈ A | ∃y ∈ B (〈x, y〉 ∈ ρ)}

íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ρ, à ìíîæåñòâî

Im(ρ)
df
= {y ∈ B | ∃x ∈ A (〈x, y〉 ∈ ρ)}

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ρ.
Âñþäó äàëüøå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ïîä îòíîøåíèåì áóäåì ïîä-

ðàçóìåâàòü áèíàðíîå îòíîøåíèå. Èíîãäà âìåñòî 〈x, y〉 ∈ ρ áóäåì ïèñàòü ρ(x, y)
èëè xρ y.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ρ � áèíàðíîå îòíîøåíèå. Îòíîøåíèå

ρ−1
df
= {〈y, x〉 | 〈x, y〉 ∈ ρ}

íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê ρ.
Óïðàæíåíèå 5. Äëÿ ρ = {〈x, y〉 | y = x2} ⊆ Z2 íàéäèòå D(ρ), Im(ρ), ρ−1.



Ãëàâà I. Òåîðèÿ ìíîæåñòâ 11

Îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëèì ñâîéñòâà áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ρ ⊆ A2:

ρ ðåôëåêñèâíî
df⇐⇒ ∀ x ∈ A (〈x, x〉 ∈ ρ),

ρ ñèììåòðè÷íî
df⇐⇒ ∀ x, y ∈ A (〈x, y〉 ∈ ρ⇒ 〈y, x〉 ∈ ρ),

ρ òðàíçèòèâíî
df⇐⇒ ∀x, y, z ∈ A (〈x, y〉 ∈ ρ è 〈y, z〉 ∈ ρ⇒ 〈x, z〉 ∈ ρ),

ρ àíòèðåôëåêñèâíî
df⇐⇒ ∀ x ∈ A (〈x, x〉 /∈ ρ),

ρ àíòèñèììåòðè÷íî
df⇐⇒ ∀ x, y ∈ A (〈x, y〉 ∈ ρ è 〈y, x〉 ∈ ρ⇒ x = y),

ρ ñâÿçíî
df⇐⇒ ∀ x, y ∈ A (〈x, y〉 ∈ ρ èëè 〈y, x〉 ∈ ρ èëè x = y).

Óïðàæíåíèå 6. Êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò îòíîøåíèå ïàðàëëåëüíîñòè
äâóõ ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè? îòíîøåíèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè äâóõ ïðÿìûõ íà
ïëîñêîñòè? îòíîøåíèå ñêðåùèâàåìîñòè äâóõ ïðÿìûõ â ïðîñòðàíñòâå?

�5. Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

Îïðåäåëåíèå. Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ îòíî-
øåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, åñëè îíî ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî.

Óïðàæíåíèå 7. ßâëÿþòñÿ ëè îòíîøåíèÿ èç óïðàæíåíèé 5 è 6 îòíîøåíè-
ÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè? Ïî÷åìó?

Ñ êàæäûì îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå A ìîæíî ñâÿçàòü
ðàçáèåíèå A íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå. Êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòà a ∈ A ïî îòíîøåíèþ
ýêâèâàëåíòíîñòè ρ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

ā
df
= {x ∈ A | 〈a, x〉 ∈ ρ}.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ρ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà A, a, b ∈ A. Òîãäà
ëèáî ā ∩ b̄ = ∅, ëèáî ā = b̄.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ā ∩ b̄ 6= ∅, ò.å. ñóùåñòâóåò ýëåìåíò c ∈ ā ∩ b̄. Òîãäà ïî

îïðåäåëåíèþ 〈a, c〉 ∈ ρ è 〈b, c〉 ∈ ρ. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈c, a〉 ∈ ρ è 〈b, c〉 ∈ ρ. Ïî
ñâîéñòâó òðàíçèòèâíîñòè 〈b, a〉 ∈ ρ. Ïóñòü d ∈ ā, ò.å. 〈a, d〉 ∈ ρ. Òîãäà ïî ñâîéñòâó
òðàíçèòèâíîñòè 〈b, d〉 ∈ ρ, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî d ∈ b̄. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî åñëè d ∈ b̄, òî d ∈ ā. Òàêèì îáðàçîì, ā = b̄. �

Ñëåäñòâèå. ā = b̄⇐⇒ aρ b.
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü I � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, {Ai | i ∈ I} �
ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà A, ò.å.

⋃
i∈I
Ai = A è Ai ∩ Aj = ∅ äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷-

íûõ i, j ∈ I. Òîãäà îòíîøåíèå ρ =
{
〈x, y〉

∣∣ ∃ i ∈ I (x, y ∈ Ai)
}
ÿâëÿåòñÿ

îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà A.

Äîìàøíåå çàäàíèå. Äîêàæèòå ñëåäñòâèå è òåîðåìó 4.
Â òåîðåìå 4 ìû ïðåäñòàâèëè ìíîæåñòâî A â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñå-

êàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ. Â ñëó÷àå, åñëè A = A1 ∪ A2 è A1 ∩ A2 = ∅, âìåñòî
A = A1 ∪ A2 áóäåì ïèñàòü A = A1 t A2.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî âñåõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ
ýêâèâàëåíòíîñòè ρ íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-ìíîæåñòâîì ìíîæå-
ñòâà A ïî îòíîøåíèþ ρ (îáîçíà÷åíèå: A/ρ).

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü ρ � îòíîøåíèå ñðàâíèìîñòè ïî ìîäóëþ 5 íà
ìíîæåñòâå Z, ò.å.

aρ b⇐⇒ a è b èìåþò îäèíàêîâûé îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 5.

Òîãäà, íàïðèìåð,

3̄ =
{
x ∈ Z

∣∣ 3 è x èìåþò îäèíàêîâûé îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 5
}

=

=
{
x ∈ Z

∣∣ x äà¼ò îñòàòîê 3 ïðè äåëåíèè íà 5
}

=
{
. . . ,−7,−2, 3, 8, . . .

}
.

Î÷åâèäíî, âñåãî ñóùåñòâóåò ïÿòü êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ρ:

Z/ρ =
{

0̄, 1̄, 2̄, 3̄, 4̄
}
.

Óïðàæíåíèå 8. Ïðèäóìàéòå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå
ñòóäåíòîâ Âàøåé ãðóïïû. ×åìó ðàâíî ôàêòîð-ìíîæåñòâî ïî ýòîìó îòíîøåíèþ?

�6. Îòíîøåíèå ïîðÿäêà

Îïðåäåëåíèå. Àíòèñèììåòðè÷íîå òðàíçèòèâíîå áèíàðíîå îòíîøåíèå íà
ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, èëè ïðîñòî ïîðÿä-
êîì, íà A. Ìíîæåñòâî A ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì. Ïîðÿ-
äîê ρ íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ ñòðîãèì, åñëè ρ � àíòèðåôëåêñèâíîå îòíî-
øåíèå, è íåñòðîãèì, åñëè ρ � ðåôëåêñèâíîå îòíîøåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Ñâÿçíîå îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå A
íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ëèíåéíîãî ïîðÿäêà íà A. Ìíîæåñòâî A ïðè ýòîì íà-
çûâàåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì, èëè öåïüþ.
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Íàïðèìåð, îáû÷íûå îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà (êàê ñòðîãèå, òàê è íåñòðîãèå) íà
÷èñëîâûõ ìíîæåñòâàõ N, Z, Q, R � ëèíåéíûå ïîðÿäêè, à îòíîøåíèå âêëþ÷å-
íèÿ íà P(A), ãäå A ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà, � ÷àñòè÷íûé íåëèíåéíûé
ïîðÿäîê (ïî÷åìó?).

Â ñëó÷àå ñ óêàçàííûìè ïðèìåðàìè îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà ñòàíîâèòñÿ ïîíÿò-
íûì ñîêðàùåíèå çàïèñè 〈x, y〉 ∈ ρ äî xρ y. Ñîãëàñèòåñü, êóäà óäîáíåå èñïîëüçî-
âàòü ïðèâû÷íóþ åù¼ ñî øêîëû çàïèñü 2 6 5 âìåñòî 〈2, 5〉 ∈ 6, õîòÿ îáå çàïèñè
âåðíû.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ρ � îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà A, B ⊆ A, e ∈ A.
e � ìèíèìàëüíûé

df⇐⇒ ∀ x ∈ A (xρ e⇒ x = e).

e � ìàêñèìàëüíûé
df⇐⇒ ∀ x ∈ A (eρ x⇒ e = x).

e � íàèìåíüøèé
df⇐⇒ ∀ x ∈ A (eρ x èëè e = x).

e � íàèáîëüøèé
df⇐⇒ ∀ x ∈ A (xρ e èëè x = e).

e � íèæíÿÿ ãðàíü B
df⇐⇒ ∀ x ∈ B (eρ x èëè e = x).

e � âåðõíÿÿ ãðàíü B
df⇐⇒ ∀ x ∈ B (xρ e èëè x = e).

Íàèìåíüøèé ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà âñåõ âåðõíèõ ãðàíåé B, åñëè îí ñóùå-
ñòâóåò, íàçûâàåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ B (îáîçíà÷åíèå: supB).

Íàèáîëüøèé ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà âñåõ íèæíèõ ãðàíåé B, åñëè îí ñóùå-
ñòâóåò, íàçûâàåòñÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ B (îáîçíà÷åíèå: inf B).

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü ρ =
{
〈x, y〉

∣∣ y ...x} � îòíîøåíèå äåëèìîñòè íà
ìíîæåñòâå A = N, B = {2, 3, 8}. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ρ � îòíîøåíèå íåñòðîãîãî
íåëèíåéíîãî ïîðÿäêà. Åäèíñòâåííûì ìèíèìàëüíûì è íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì â
A áóäåò 1, ìàêñèìàëüíûõ è íàèáîëüøåãî ýëåìåíòîâ íåò, supB = 24, inf B = 1.
Ïóñòü òåïåðü A = N \ {1}. Òîãäà íàèìåíüøèé ýëåìåíò îòñóòñòâóåò � â A íå ñó-
ùåñòâóåò ÷èñëà, íà êîòîðîå áû ïîäåëèëîñü ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå
îò 1. Ìèíèìàëüíûìè ýëåìåíòàìè òåïåðü ÿâëÿþòñÿ âñå ïðîñòûå ÷èñëà. Íàèáîëü-
øåãî è ìàêñèìàëüíûõ ïî-ïðåæíåìó íåò. supB = 24, à âîò inf B íå ñóùåñòâóåò.

Îïðåäåëåíèå. Ïîðÿäîê ρ íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ ïëîòíûì, åñëè

∀x, y ∈ A (xρ y ∧ x 6= y ⇒ ∃ z ∈ A (z 6= x ∧ z 6= y ∧ xρ z ∧ zρ y)).

Ñèìâîë ∧ â îïðåäåëåíèè ÷èòàåòñÿ êàê ¾è¿ è îçíà÷àåò ëîãè÷åñêóþ îïåðàöèþ
êîíúþíêöèÿ, ñ êîòîðîé ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ Âàìè â ñëåäóþùåé ãëàâå. Íàðÿäó ñ
ñèìâîëîì êîíúþíêöèè èñïîëüçóþò ñèìâîë äèçúþíêöèè ∨, êîòîðûé ÷èòàåòñÿ êàê
¾èëè¿. ×àñòî â ôîðìóëèðîâêå îïðåäåëåíèÿ èëè óòâåðæäåíèÿ áóäåì èñïîëüçî-
âàòü ýòè îáîçíà÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ïîðÿäîê ρ íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ëþáîå
íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A ñîäåðæèò íàèìåíüøèé ýëåìåíò.
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Óïðàæíåíèå 9. ßâëÿþòñÿ ëè ïëîòíûìè è ïîëíûìè ñëåäóþùèå îòíîøå-
íèÿ ïîðÿäêà:

� < íà N,
� 6 íà Z,
� < íà Q,
�
... íà N?

�7. Îòîáðàæåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Áèíàðíîå îòíîøåíèå ϕ ⊆ A×B íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì
èç ìíîæåñòâà A âî ìíîæåñòâî B, åñëè

1) ∀x ∈ A∃y ∈ B (〈x, y〉 ∈ ϕ),
2) ∀x ∈ A, y1, y2 ∈ B (〈x, y1〉, 〈x, y2〉 ∈ ϕ =⇒ y1 = y2).

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà âòîðîå óñëîâèå â ýòîì îïðåäåëåíèè. Îíî îçíà÷àåò,
÷òî â îòîáðàæåíèè íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü äâóõ ðàçëè÷íûõ ïàð ñ îäèíàêîâûìè
ïåðâûìè ýëåìåíòàìè. Ñîêðàòèì çàïèñü îïðåäåëåíèÿ:

ϕ ⊆ A×B � îòîáðàæåíèå
df⇐⇒ ∀x ∈ A ∃! y ∈ B (〈x, y〉 ∈ ϕ).

Ñèìâîë ! ïîñëå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî òàêîé ýëåìåíò åäèíñòâå-
íåí. Îòîáðàæåíèå ϕ ⊆ A × B áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ϕ : A → B, âìåñòî
〈a, b〉 ∈ ϕ áóäåì ïèñàòü ϕ(a) = b.

Íàïðèìåð, îòíîøåíèå ρ1 =
{
〈x, y〉 | x = y2

}
⊆ R2 íå ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæå-

íèåì, òàê êàê ñîäåðæèò ïàðû 〈1, 1〉 è 〈1,−1〉, ÷òî íå ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ 2.
Îòíîøåíèå ρ2 =

{
〈x, y〉 | x = y2

}
⊆ R × R+

0 ïî-ïðåæíåìó íå ÿâëÿåòñÿ îòîá-
ðàæåíèåì � íàïðèìåð, íå ñóùåñòâóåò òàêîãî y ∈ R+

0 , ÷òîáû 〈−1, y〉 ∈ ρ2 (íå
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 1). Íàêîíåö, îòíîøåíèå ρ3 =

{
〈x, y〉 | x = y2

}
⊆ R+

0 × R+
0

ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ϕ : A → B � îòîáðàæåíèå, A′ ⊆ A, B′ ⊆ B, a ∈ A,

b ∈ B, ϕ(a) = b.
Ýëåìåíò b íàçûâàåòñÿ îáðàçîì ýëåìåíòà a ïðè îòîáðàæåíèè ϕ.
Ýëåìåíò a íàçûâàåòñÿ ïðîîáðàçîì ýëåìåíòà b ïðè îòîáðàæåíèè ϕ.

Ìíîæåñòâî ϕ(A′)
df
= {ϕ(x) | x ∈ A′} íàçûâàåòñÿ îáðàçîì ìíîæåñòâà A′ ïðè

îòîáðàæåíèè ϕ.

Ìíîæåñòâî ϕ−1(B′)
df
= {x ∈ A | ϕ(x) ∈ B′} íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ïðîîáðàçîì

ìíîæåñòâà B′ ïðè îòîáðàæåíèè ϕ.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : A → B îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:
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Ðèñóíîê 6

Ýëåìåíò 1 ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ýëåìåíòà b, à ýëåìåíò c � ïðîîáðàçîì ýëåìåíòà 6.
Ýëåìåíò 3 èìååò äâà ïðîîáðàçà � a è d, à ó ýëåìåíòîâ 2 è 4 ïðîîáðàçîâ íåò
âîâñå. f(A′) = {1, 3, 6}, f−1(B′) = {a, d, e}.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ϕ : A→ B � îòîáðàæåíèå. Åñëè ϕ−1 ÿâëÿåòñÿ îòîá-
ðàæåíèåì, òî îíî íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê ϕ, à îòîáðàæåíèå ϕ � îáðàòèìûì.

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå ϕ : A→ B íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì, åñëè

∀x, y ∈ A
(
ϕ(x) = ϕ(y) =⇒ x = y

)
.

Îòîáðàæåíèå ϕ : A→ B íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíûì, åñëè

∀ y ∈ B ∃x ∈ A
(
ϕ(x) = y

)
.

Èíúåêòèâíîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíûì.
Íàïðèìåð, îòîáðàæåíèå ϕ : R → R òàêîå, ÷òî ϕ(x) = x2, íå èíúåêòèâíî

è íå ñþðúåêòèâíî: ó ÷èñëà 4 åñòü äâà ïðîîáðàçà � 2 è −2, à äëÿ ÷èñëà −1
ïðîîáðàçà íåò âîâñå. Îòîáðàæåíèå ϕ : R+

0 → R ñ òåì æå îïðåäåëÿþùèì ðà-
âåíñòâîì èíúåêòèâíî, íî íå ñþðúåêòèâíî. Îòîáðàæåíèå ϕ : R+

0 → R+
0 ÿâëÿåòñÿ

áèåêòèâíûì.
Óïðàæíåíèå 10. ßâëÿåòñÿ ëè îòîáðàæåíèå èç ïðèìåðà âûøå (ðèñóíîê 6)

èíúåêòèâíûì? ñþðúåêòèâíûì? áèåêòèâíûì?

Òåîðåìà 5. Îòîáðàæåíèå ϕ áèåêòèâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕ îá-
ðàòèìî.

Êàê Âû ïîìíèòå ñî øêîëû, òåîðåìû, ñîäåðæàùèå ñëîâà ¾òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà¿, ¾åñëè è òîëüêî åñëè¿ è èì ïîäîáíûå, ñîñòîÿò èç äâóõ óòâåðæäåíèé.
Óñëîâíî òàêèå òåîðåìû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

A ⇐⇒ B,
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÷òî íà ñàìîì äåëå ñîäåðæèò â ñåáå óòâåðæäåíèÿ

A =⇒ B è B =⇒ A.

Åñòåñòâåííî, äîêàçàòåëüñòâî òàêèõ òåîðåì ñîñòîèò òàê æå èç äâóõ ÷àñòåé �
äîêàçàòåëüñòâ êàæäîãî èç ñîñòàâëÿþùèõ å¼ óòâåðæäåíèé. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè
A =⇒ B, òî óñëîâèå B íàçûâàåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ A, à óñëîâèå
A � äîñòàòî÷íûì äëÿ B. Íàïðèìåð, åñëè íà óëèöå èä¼ò äîæäü, òî àñôàëüò
ìîêðûé (åñòåñòâåííî, íè÷åì íå ïðèêðûòûé àñôàëüò). Íàëè÷èå äîæäÿ ÿâëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ òîãî, ÷òîáû àñôàëüò áûë ìîêðûì. Â òî âðåìÿ êàê
ìîêðûé àñôàëüò � îäíî èç íåîáõîäèìûõ óñëîâèé íàëè÷èÿ äîæäÿ. Çàìåòèì, ÷òî
ìîêðîãî àñôàëüòà íåäîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû áûë äîæäü. Ðàâíî êàê è äîæäü
� âîâñå íå íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìîêðîãî àñôàëüòà. Âåðí¼ìñÿ ñ óëèöû íà ëåêöèþ
è ðàçáåð¼ì

Äîêàçàòåëüñòâî (òåîðåìà 5).
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ϕ : A → B � áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå. Äîêàæåì,

÷òî ϕ−1 ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì. Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì äâà óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ.
Òàê êàê ϕ ñþðúåêòèâíî, òî äëÿ êàæäîãî b ∈ B íàéä¼òñÿ a ∈ A òàêîé, ÷òî
ϕ(a) = b, ò.å. ϕ−1(b) = a. Â ñèëó èíúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ ϕ îí åäèíñòâåíåí.
Ïî îïðåäåëåíèþ ϕ ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì îòîáðàæåíèåì.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ϕ : A→ B îáðàòèìî. Òîãäà ϕ−1 : B → A ÿâëÿåòñÿ
îòîáðàæåíèåì. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî b ∈ B íàéäåòñÿ a ∈ A òàêîé, ÷òî
ϕ−1(b) = a, ò.å. b = ϕ(a). Çíà÷èò, ϕ ñþðúåêòèâíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ(a1) =
ϕ(a2) = b. Òîãäà a1 = ϕ−1(b) è a2 = ϕ−1(b). Òàê êàê ϕ−1 � îòîáðàæåíèå, òî
a1 = a2, ò.å. ϕ èíúåêòèâíî. �

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ϕ : A→ B è f : B → C � îòîáðàæåíèÿ. Îòîáðàæå-
íèå ψ : A→ C íàçûâàåòñÿ êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèé ϕ è f , åñëè

ψ(x) = z ⇐⇒ ∃ y ∈ B
(
ϕ(x) = y ∧ f(y) = z

)
.

Êîìïîçèöèþ îòîáðàæåíèé ϕ è f áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ϕ ◦ f èëè ϕf .

Òåîðåìà 6. Åñëè ϕ : A → B è f : B → C èíúåêòèâíû (ñþðúåêòèâíû,
áèåêòèâíû), òî ϕf èíúåêòèâíî (ñþðúåêòèâíî, áèåêòèâíî).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ : A→ B è f : B → C èíúåêòèâíû. Òîãäà

f(ϕ(a1)) = f(ϕ(a2))
f � èí
=⇒ ϕ(a1) = ϕ(a2)

ϕ � èí
=⇒ a1 = a2.
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Ïóñòü òåïåðü ϕ : A → B è f : B → C ñþðúåêòèâíû, c ∈ C. Â ñèëó
ñþðúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ f ñóùåñòâóåò b ∈ B òàêîé, ÷òî f(b) = c. Â ñèëó
ñþðúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ ϕ ñóùåñòâóåò a ∈ A òàêîé, ÷òî ϕ(a) = b. Ñëåäî-
âàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî c ∈ C ñóùåñòâóåò a ∈ A òàêîé, ÷òî f(ϕ(a)) = f(b) = c,
ò.å. ϕf ñþðúåêòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî òðåòüåé ÷àñòè òåîðåìû î÷åâèäíî. �

Òåîðåìà 7. Ïóñòü ϕ : A → B ñþðúåêòèâíî. Òîãäà äëÿ ëþáûõ îòîáðàæå-
íèé f1 : B → A è f2 : B → A

ϕf1 = ϕf2 =⇒ f1 = f2.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü ϕ : A→ B è f : B → C áèåêòèâíû. Òîãäà

(ϕf)−1 = f−1ϕ−1.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü ϕ : A→ B, A1, A2 ⊆ A, B1, B2 ⊆ B. Òîãäà
1. ϕ(A1 ∪ A2) = ϕ(A1) ∪ ϕ(A2).
2. ϕ−1(B1 ∪B2) = ϕ−1(B1) ∪ ϕ−1(B2).
3. ϕ(A1 ∩ A2) ⊆ ϕ(A1) ∩ ϕ(A2).
4. ϕ−1(B1 ∩B2) = ϕ−1(B1) ∩ ϕ−1(B2).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàæåì ïóíêò 3. Ïóñòü b ∈ ϕ(A1 ∩ A2). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò a ∈

A1 ∩ A2 òàêîé, ÷òî ϕ(a) = b. Òàê êàê a ∈ A1 ∩ A2, òî a ∈ A1 è a ∈ A2. Ïîýòîìó
b ∈ ϕ(A1) è b ∈ ϕ(A2), ò.å. b ∈ ϕ(A1) ∩ ϕ(A2). Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå, âîîáùå
ãîâîðÿ, íåâåðíî (ïðèâåäèòå ïðèìåð). �

Äîìàøíåå çàäàíèå. Äîêàæèòå òåîðåìû 7 � 9.

�8. Àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîâòîðèì â îñíîâíîì îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà, êî-
òîðûå Âû èçó÷àëè â êóðñå àëãåáðû, à òàêæå âñïîìèíàëè â ïðåäûäóùèõ ïàðà-
ãðàôàõ. Èíîãäà íàðÿäó ñ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè óäîáíî èñïîëüçîâàòü ÷èñëî 0.
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Ïîýòîìó â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ 0 òàêæå ñ÷èòàþò íàòóðàëüíûì ÷èñëîì. Ìíîæå-
ñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ íóë¼ì áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ω.

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå f : An → A, ãäå n ∈ ω, íàçûâàåòñÿ n-
ìåñòíîé îïåðàöèåé íà ìíîæåñòâå A. Â ñëó÷àå, êîãäà n = 0, ìíîæåñòâî An

ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà � ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè îòîáðàæåíèè f âî
ìíîæåñòâå A çàôèêñèðóåòñÿ åäèíñòâåííûé ýëåìåíò, â ñâÿçè ñ ÷åì òàêóþ îïå-
ðàöèþ íàçûâàþò êîíñòàíòîé. Åñëè n = 1, òî îïåðàöèþ f íàçûâàþò óíàðíîé.
Åñëè n = 2, òî îïåðàöèþ f íàçûâàþò áèíàðíîé.

Íàïðèìåð, îòîáðàæåíèå f : R→ R òàêîå, ÷òî f(x) = x2, ÿâëÿåòñÿ óíàðíîé
îïåðàöèåé. Îòîáðàæåíèå g : R+

0 → R, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì g(x) =
√
x, íå

ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèåé, à g : R+
0 → R+

0 òàêîå, ÷òî g(x) =
√
x, ÿâëÿåòñÿ óíàðíîé

îïåðàöèåé. Áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè áóäóò îáû÷íûå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíî-
æåíèÿ íà ìíîæåñòâàõ N, Z, Q, R è C, à âû÷èòàíèå è äåëåíèå � íå äëÿ âñåõ
ìíîæåñòâ (ïî÷åìó?).

Âñþäó äàëåå â ýòîé ëåêöèè ðå÷ü áóäåò èäòè î áèíàðíûõ îïåðàöèÿõ. Åñëè ◦
� îïåðàöèÿ íà A, òî âìåñòî ◦(x, y) = z áóäåì ïèñàòü x ◦ y = z.

Îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëèì ñâîéñòâà îïåðàöèè ◦ íà ìíîæåñòâå A:
◦ � êîììóòàòèâíàÿ

df⇐⇒ ∀ x, y ∈ A
(
x ◦ y = y ◦ x

)
,

◦ � àññîöèàòèâíàÿ
df⇐⇒ ∀ x, y, z ∈ A

(
x ◦ (y ◦ z) = (x ◦ y) ◦ z

)
,

◦ � ñîêðàòèìàÿ ñëåâà
df⇐⇒ ∀ x, y, z ∈ A

(
z ◦ x = z ◦ y =⇒ x = y

)
,

◦ � ñîêðàòèìàÿ ñïðàâà
df⇐⇒ ∀ x, y, z ∈ A

(
x ◦ z = y ◦ z =⇒ x = y

)
,

◦ � ñîêðàòèìàÿ
df⇐⇒ ◦ ñîêðàòèìà ñëåâà è ñïðàâà,

◦ � îáðàòèìàÿ ñëåâà
df⇐⇒ ∀ x, y ∈ A∃ z ∈ A

(
z ◦ x = y

)
,

◦ � îáðàòèìàÿ ñïðàâà
df⇐⇒ ∀ x, y ∈ A∃ z ∈ A

(
x ◦ z = y

)
,

◦ � îáðàòèìàÿ
df⇐⇒ ◦ îáðàòèìà ñëåâà è ñïðàâà,

e ∈ A � íåéòðàëüíûé
df⇐⇒ ∀ x ∈ A

(
x ◦ e = e ◦ x = x

)
,

y ∈ A � ñèììåòðè÷íûé äëÿ x ∈ A
df⇐⇒ x ◦ y = y ◦ x = e, ãäå e �

íåéòðàëüíûé äëÿ ◦,
θ ∈ A � íóëåâîé

df⇐⇒ ∀ x ∈ A
(
x ◦ θ = θ ◦ x = θ

)
,

a ∈ A � èäåìïîòåíò
df⇐⇒ a ◦ a = a,

◦ � èäåìïîòåíòíàÿ
df⇐⇒ ∀ x ∈ A

(
x ◦ x = x

)
.

Ðàññìîòðèì îïåðàöèþ ∩ íà ìíîæåñòâå P(A), ãäå A 6= ∅. Ñîãëàñíî òåî-
ðåìå 2, ýòà îïåðàöèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè êîììóòàòèâíîñòè, àññîöèàòèâíîñòè,
èäåìïîòåíòíîñòè, à òàêæå ñóùåñòâîâàíèåì íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà A è íóëåâîãî
ýëåìåíòà ∅. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ñèììåò-
ðè÷íîãî åìó ýëåìåíòà, ñîêðàòèìîñòü ñëåâà è ñïðàâà, îáðàòèìîñòü ñëåâà è ñïðàâà
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íå âûïîëíÿþòñÿ.
Óïðàæíåíèå 11. Áóäåò ëè îïåðàöèåé îáû÷íîå ñëîæåíèå, óìíîæåíèå, âû-

÷èòàíèå, äåëåíèå íà ìíîæåñòâå Z, Q, Q \ {0}? Åñëè äà, òî êàêèìè ñâîéñòâàìè
îíà îáëàäàåò?

Îïðåäåëåíèå. ÏîäìíîæåñòâîB ìíîæåñòâàA, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà îïå-
ðàöèÿ ◦, íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî ◦, åñëè

∀x, y ∈ B
(
x ◦ y ∈ B

)
.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè íà ìíîæåñòâå A çàäàíû äâå îïåðàöèè ◦ è ∗, äëÿ êî-
òîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∀x, y, z ∈ A
(
x ∗ (y ◦ z) = (x ∗ y) ◦ (x ∗ z)

)
,

òî îïåðàöèÿ ∗ íàçûâàåòñÿ äèñòðèáóòèâíîé ñëåâà îòíîñèòåëüíî ◦. Àíàëîãè÷-
íî îïðåäåëÿåòñÿ äèñòðèáóòèâíîñòü ñïðàâà è äèñòðèáóòèâíîñòü (äâóõñòîðîí-
íÿÿ).

�9. Îñíîâíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû

Â ýòîì ïàðàãðàôå íàïîìíèì îñíîâíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû � ïîëóãðóï-
ïû, ãðóïïû, êîëüöà, ïîëÿ. Ìû íå ñòàâèì ïåðåä ñîáîé çàäà÷ó èçó÷èòü ïîäðîáíî
ñâîéñòâà ýòèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, ýòî âîïðîñ àëãåáðû. Îãðàíè÷èìñÿ â ðàì-
êàõ êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè îïðåäåëåíèÿìè ýòèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì
è ïðèìåðàìè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå A çàäàíû îïåðàöèè f1, f2, . . . , fn è îò-
íîøåíèÿ ρ1, ρ2, . . . , ρm. Íàáîð 〈A; f1, f2, . . . , fn, ρ1, ρ2, . . . , ρm〉 íàçûâàåòñÿ àëãåá-
ðàè÷åñêîé ñèñòåìîé.

Îïðåäåëåíèå. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈S; ◦〉, ãäå ◦ � àññîöèàòèâíàÿ îïå-
ðàöèÿ, íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïîé.

Ïðèìåðîâ ïîëóãðóïï ìîæíî ïðèâåñòè äîñòàòî÷íî ìíîãî. Íåêîòîðûå èç íèõ:

� Ïóñòü AA df
= {ϕ : A→ A} äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà A 6= ∅, ◦ � êîìïî-

çèöèÿ îòîáðàæåíèé. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈AA; ◦〉 ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé.
� Ïóñòü A 6= ∅. ×åðåç B îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ àëôàâèòà A, òî

åñòü êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñèìâîëîâ èç A. Îïðåäåëèì íà B îïåðàöèþ
êîíêàòåíàöèè � ïðèïèñûâàíèÿ ñïðàâà âòîðîãî ñëîâà ê ïåðâîìó:

u ◦ v df
= uv.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈B; ◦〉 ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé.
� Ìíîæåñòâà N, Z, Q, R è C ñî ñòàíäàðòíûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ èëè

óìíîæåíèÿ îáðàçóþò ïîëóãðóïïû.
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Îïðåäåëåíèå. Åñëè S = 〈S; ◦〉 � ïîëóãðóïïà, ìíîæåñòâî T ⊆ S çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî ◦, òî 〈T ; ◦〉 íàçûâàåòñÿ ïîäïîëóãðóïïîé S.

Íàïðèìåð, 〈N; +〉 � ïîäïîëóãðóïïà ïîëóãðóïïû 〈Z; +〉, 〈2N − 1; ·〉 � ïîä-
ïîëóãðóïïà ïîëóãðóïïû 〈N; ·〉, 〈{2a + 3b | a, b ∈ N}; +〉 � ïîäïîëóãðóïïà ïîëó-
ãðóïïû 〈N; +〉.

Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈G; ◦〉, ãäå ◦
� àññîöèàòèâíàÿ îïåðàöèÿ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé â G ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíûé
ýëåìåíò è êàæäûé ýëåìåíò G èìååò ñèììåòðè÷íûé.

Ãðóïïàìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ïîëóãðóïïû öåëûõ, ðàöèîíàëüíûõ, äåéñòâè-
òåëüíûõ, êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ. Ìíîæåñòâî ìàòðèö çàäàííîãî ðàçìå-
ðà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ ìàòðèö.

Óïðàæíåíèå 12. Ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ ñîêðàòèìà.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè G = 〈G; ◦〉 � ãðóïïà, ìíîæåñòâî H ⊆ G çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî ◦ è êàæäûé ýëåìåíò â H èìååò ñèììåòðè÷íûé, êîòîðûé òîæå
ïðèíàäëåæèò H, òî 〈H; ◦〉 íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé G.

Íàïðèìåð,

� 〈2Z; +〉 � ïîäãðóïïà 〈Z; +〉,
� 〈{e}; ◦〉 � ïîäãðóïïà ãðóïïû 〈G; ◦〉, ãäå e � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò â G,

� ìíîæåñòâî âñåõ ïîâîðîòîâ ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû âñåõ
äâèæåíèé ïëîñêîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ êîììóòàòèâíà, òî ãðóïïà íàçû-
âàåòñÿ êîììóòàòèâíîé, èëè àáåëåâîé (â ÷åñòü ìàòåìàòèêà Íèëüñà Àáåëÿ).

Îïðåäåëåíèå. Êîëüöîì íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈K; ◦, ∗〉, óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) ◦ � àññîöèàòèâíàÿ îïåðàöèÿ,

2) ◦ � êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ,

3) ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò e ∈ K îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ◦,
4) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà èç K ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî

îïåðàöèè ◦,
5) ∗ äèñòðèáóòèâíà îòíîñèòåëüíî ◦.
Åñëè ïðè ýòîì ∗ àññîöèàòèâíà (êîììóòàòèâíà), òî êîëüöî íàçûâàåòñÿ àñ-

ñîöèàòèâíûì (êîììóòàòèâíûì). Åñëè â K ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò
îòíîñèòåëüíî ∗, òî òàêîå êîëüöî íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ñ åäèíèöåé.

Óïðàæíåíèå 13. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ
êîëüöàìè?

1. 〈Z; +, ·〉.
2. 〈kZ; +, ·〉, ãäå k ∈ Z.
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3. 〈Z/ρ; +, ·〉, ãäå

aρb⇐⇒ a è b èìåþò îäèíàêîâûé îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà m,

ā+ b̄
df
= a+ b, ā · b̄ df

= a · b. Òàêîå êîëüöî íàçûâàåòñÿ êîëüöîì êëàññîâ âû÷åòîâ ïî
ìîäóëþ m.

4. 〈Z2; +, ·〉, ãäå 〈a, b〉+ 〈c, d〉 df
= 〈a+ c, b+ d〉, 〈a, b〉 · 〈c, d〉 df

= 〈ad, bc〉.
Îïðåäåëåíèå. Êîììóòàòèâíîå êîëüöî 〈P ; ◦, ∗〉 ñ åäèíèöåé íàçûâàåòñÿ ïî-

ëåì, åñëè äëÿ âñÿêîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà èç P íàéä¼òñÿ ñèììåòðè÷íûé îòíî-
ñèòåëüíî ∗ ýëåìåíò.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ óêàæåì ñëåäóþùèå ïîëÿ:
� êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ,
� êîëüöà ðàöèîíàëüíûõ, äåéñòâèòåëüíûõ, êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ îáû÷íûìè

îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ÷èñåë,

� ìíîæåñòâî Q(
√

2)
df
= {a + b

√
2 | a, b ∈ Q} ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëî-

æåíèÿ è óìíîæåíèÿ ÷èñåë,
� ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé, â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå êîòîðûõ

ñòîÿò ìíîãî÷ëåíû îò îäíîé ïåðåìåííîé ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè è çíàìåíà-
òåëü êîòîðûõ � íå íóëåâîé ìíîãî÷ëåí.

�10. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâ

Íà ïåðâîé ëåêöèè ìû óæå çàòðàãèâàëè ïîíÿòèå êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ â
êîíå÷íîì ìíîæåñòâå. Åñòåñòâåííûì êàæåòñÿ âîïðîñ: à êàê áûòü ñ áåñêîíå÷íûìè
ìíîæåñòâàìè? Íàïðèìåð, íàì êàæåòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî ÷¼òíûõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë ðîâíî ñòîëüêî, ñêîëüêî è íå÷¼òíûõ. À åñëè ñðàâíèâàòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà
è, íàïðèìåð, öåëûå � êàêèõ áîëüøå? Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ïîíÿòèå
¾êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ¿ ñòàíîâèòñÿ áåññìûñëåííûì.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàì âîâñå íå îáÿçàòåëüíî ñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ.
Âåðí¼ìñÿ íà íåñêîëüêî âåêîâ íàçàä è âñïîìíèì èñòîðèþ ïîÿâëåíèÿ ÷èñåë êàê
óíèâåðñàëüíîãî ñïîñîáà çàïèñè êîëè÷åñòâà. Êàê, íàïðèìåð, ïîäñ÷èòûâàòü îâåö
â ñòàäå, åñëè ñ÷¼ò è ÷èñëà åù¼ íå ïðèäóìàíû? Â æàðêèå ïåðèîäû íåîáõîäèìî
áûëî óâîäèòü ñòàäà â áîëåå ïðîõëàäíûå ðåãèîíû, à ñ óõîäîì æàðû âîçâðàùàòü
íàçàä. À ñòàäà íàñ÷èòûâàëè òûñÿ÷è ãîëîâ. Åñòåñòâåííî, âëàäåëüöû íå ìîãëè
îòïóñòèòü ñâîé ñêîò, íå ïðåäïðèíÿâ êàêèõ-ëèáî ìåð ïðåäîñòîðîæíîñòè. Ïîíà-
÷àëó ïîäñ÷¼ò â¼ëñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ó âëàäåëüöà áûë ñîñóä ñ íåáîëüøèìè
ãëèíÿíûìè æåòîíàìè, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ ðàâíî êîëè÷åñòâó îâåö. Êàæäûé ðàç,
êîãäà ñòàäî âîçâðàùàëîñü äîìîé, âëàäåëåö ïîäñ÷èòûâàë îâåö, ñîïîñòàâëÿÿ îäèí
æåòîí îäíîé ãîëîâå. Ïîçæå ñòàëè çàäàâàòüñÿ âîïðîñîì ñîõðàííîñòè æåòîíîâ, à
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èìåííî � èõ êîëè÷åñòâà. Áûëî ïðåäïðèíÿòî ðåøåíèå çàïå÷àòûâàòü ñîñóä, ñòà-
âèòü íà íåãî ïîäïèñè. Íî è ýòî íå èñêëþ÷àëî âçëîìîâ è ïîäìåíû êîëè÷åñòâà
æåòîíîâ. Òîãäà íà ñîñóäå ñòàëè äåëàòü ñïåöèàëüíûå çàñå÷êè: ïî îäíîé çàñå÷êå íà
îäèí æåòîí. È òîëüêî ñïóñòÿ âðåìÿ ëþäÿì ïðèøëà â ãîëîâó ãåíèàëüíàÿ èäåÿ:
íàñòîëüêî ãåíèàëüíàÿ, ÷òî óäèâèòåëüíî, êàê îíà íå ïîÿâèëàñü ðàíüøå. Çà÷åì
âîîáùå çàïå÷àòûâàòü ñîñóä ñ æåòîíàìè, êîãäà êîëè÷åñòâî îâåö ìîæíî ôèêñè-
ðîâàòü ñ ïîìîùüþ ýòèõ æå çàñå÷åê? Ïîçæå ýòà ñèñòåìà ñòàëà ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ
íà äðóãèå ñôåðû æèçíè, ñèñòåìà çàñå÷åê ïîòåðïåëà ìíîæåñòâî ìîäèôèêàöèé,
ãðóïïû ïî íåñêîëüêî çàñå÷åê ñòàëè çàìåíÿòü íà çàñå÷êè ñïåöèàëüíîãî âèäà. . .

×òî æå ïðèìå÷àòåëüíîãî â ýòîé èñòîðèè? Áóäó÷è çíàêîìûìè ñ îòîáðàæåíè-
ÿìè, Âû óæå íàâåðíÿêà ïîíÿëè, ÷òî ôàêòè÷åñêè áûëî óñòàíîâëåíî áèåêòèâíîå
îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà îâåö âî ìíîæåñòâî æåòîíîâ. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ
ñ ìíîæåñòâîì æåòîíîâ è ìíîæåñòâîì çàñå÷åê. À åñëè áû îâåö áûëî áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî? Ñ ïîìîùüþ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà æåòîíîâ ìîæíî áûëî áû òàê
æå ïîñ÷èòàòü èõ ¾êîëè÷åñòâî¿, ïîñòàâèâ â ñîîòâåòñòâèå îäèí æåòîí îäíîé îâöå,
ò.å. óñòàíîâèâ áèåêöèþ.

Èäåÿ áèåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ îäíîãî ìíîæåñòâà â äðóãîå ñëóæèò äëÿ
îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ íà ñëó÷àé áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà.
Òàê, íàïðèìåð, ìû ìîæåì ñ óâåðåííîñòüþ óòâåðæäàòü, ÷òî ÷¼òíûõ íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë ðîâíî ñòîëüêî, ñêîëüêî è íå÷¼òíûõ: êàæäîìó íå÷¼òíîìó íàòóðàëüíî-
ìó ÷èñëó ïîñòàâèì ñëåäóþùåå çà íèì ÷¼òíîå, óñòàíîâèâ òåì ñàìûì áèåêòèâíîå
îòîáðàæåíèå. Ñêàçàòü, ÷òî ýòè äâà ìíîæåñòâà èìåþò îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî
ýëåìåíòîâ, ìû íå ìîæåì. Íî â ÷¼ì-òî ýòè ìíîæåñòâà âñ¼-òàêè ïîõîæè. Âîò ýòî
¾÷òî-òî¿ è åñòü òî, ÷òî â ìàòåìàòèêå íàçûâàþò ìîùíîñòüþ ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâà A è B íàçûâàþòñÿ ðàâíîìîùíûìè (îáîçíà÷å-
íèå: |A| = |B|), åñëè ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå èç A â B.

Óïðàæíåíèå 14. Îòíîøåíèå ðàâíîìîùíîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâè-
âàëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ìíîæåñòâà A ïî îòíîøåíèþ ðàâíî-
ìîùíîñòè íàçûâàåòñÿ ìîùíîñòüþ ìíîæåñòâà A. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç |A|.

Òåîðåìà 10 (Êàíòîðà�Áåðíøòåéíà). Åñëè ñóùåñòâóþò èíúåêòèâíûå
îòîáðàæåíèÿ f : A→ B è g : B → A, òî |A| = |B|.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü a ∈ A. Ïîñòðîèì öåïü ñ êîíöîì a ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè ñóùå-

ñòâóåò òàêîé ýëåìåíò b ∈ B, ÷òî g(b) = a, òî çàïèøåì

b
g7→ a;
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åñëè æå òàêîãî ýëåìåíòà b íåò, òî ïîñòðîåíèå çàêîí÷åíî è öåïü èìååò äëèíó 1.
Äàëåå, åñëè íàéä¼òñÿ òàêîé ýëåìåíò a′ ∈ A, ÷òî f(a′) = b, òî çàïèøåì

a′
f7→ b

g7→ a

(ðèñóíîê 7); åñëè æå òàêîãî ýëåìåíòà a′ íåò, òî ïîñòðîåíèå çàêîí÷åíî è öåïü
èìååò äëèíó 2. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ äàëåå, ìû ëèáî îñòàíîâèìñÿ íà êàêîì-
òî øàãå è ïîëó÷èì öåïü, äëèíà êîòîðîé ðàâíà íàòóðàëüíîìó ÷èñëó, ëèáî íèêîãäà
íå îñòàíîâèìñÿ. Äëèíó öåïè ñ êîíöîì a îáîçíà÷èì ÷åðåç la. Åñëè öåïü ñ êîíöîì
a áåñêîíå÷íà, òî áóäåì ïèñàòü la =∞.

Ðèñóíîê 7

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a ∈ A ìû îïðåäåëèëè âåëè÷èíó la.
Ïðåäñòàâèì ìíîæåñòâî A â âèäå îáúåäèíåíèÿ òð¼õ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíî-
æåñòâ:

A = A1 t A2 t A∞,
ãäå

A1 = {x ∈ A | lx � íå÷¼òíîå},
A2 = {x ∈ A | lx � ÷¼òíîå},
A∞ = {x ∈ A | lx =∞}.

Ïîñòðîèâ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì öåïè äëÿ ýëåìåíòîâ èç ìíîæåñòâà B, ìû
ìîæåì ðàçáèòü åãî òàêæå íà òðè íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà:

B = B1 tB2 tB∞,

ãäå
B1 = {x ∈ B | lx � íå÷¼òíîå},
B2 = {x ∈ B | lx � ÷¼òíîå},
B∞ = {x ∈ B | lx =∞}.
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Åñëè b ∈ B2, òî â ñèëó èíúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ f íàéä¼òñÿ åäèíñòâåí-
íûé ýëåìåíò a ∈ A, äëÿ êîòîðîãî f(a) = b, ïðè÷¼ì la = lb − 1, à çíà÷èò, a ∈ A1.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè a ∈ A1 è f(a) = b ∈ B, òî lb = la + 1, ïîýòîìó b ∈ B2.
Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå f : A1 → B2 ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì. Àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî g : B1 → A2 � áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå. Íàêîíåö,
ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî åñëè a ∈ A∞, òî f(a) = b ∈ B∞, è íàîáîðîò, äëÿ êàæäîãî
b ∈ B∞ íàéä¼òñÿ åäèíñòâåííûé ýëåìåíò a ∈ A∞ òàêîé, ÷òî f(a) = b.

Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå h : A→ B ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h(x) =

 f(x), åñëè x ∈ A1,
g−1(x), åñëè x ∈ A2,
f(x), åñëè x ∈ A∞.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî h ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, ïîýòîìó |A| = |B|. �

Ïóñòü A è B � äâà áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâà. Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå
ñëó÷àè, îïèðàÿñü íà óñëîâèå òåîðåìû 10.

Ñëó÷àé 1. Ñóùåñòâóþò èíúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ èç A â B è èç B â A. Ïî
òåîðåìå 10 |A| = |B|.

Ñëó÷àé 2. Ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå èç A â B, è íå ñóùåñòâóåò
èíúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ èç B â A. Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ìîùíîñòü
ìíîæåñòâà A ìåíüøå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà B, è ïèøóò |A| < |B|.

Ñëó÷àé 3. Íå ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ èç A â B, è ñóùåñòâóåò
èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå èç B â A. Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ìîùíîñòü
ìíîæåñòâà A áîëüøå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà B, è ïèøóò |A| > |B|.

Ñëó÷àé 4. Íå ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé èç A â B è èç B â A.
Âîçìîæíà ëè òàêàÿ ñèòóàöèÿ?

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A = {a1, . . . , an}, ãäå n ∈ ω,
ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ϕ : A→ {1, . . . , n}, òî ïîä ìîùíîñòüþ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
áóäåì ïîíèìàòü êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â í¼ì. Òîãäà óêàçàííûå â ñëó÷àÿõ 1�3
ñîîòíîøåíèÿ òàêæå èìåþò ìåñòî.

Ñðàâíèâàòü ìîùíîñòè áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ èìååò ñìûñë òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà ðàçíûõ ìîùíîñòåé. Ëþáîé øêîëüíèê 7
êëàññà èëè äàæå ìëàäøå ñ ðàäîñòüþ Âàì ñêàæåò, ÷òî åñòü êîíå÷íûå ìíîæå-
ñòâà, à åñòü áåñêîíå÷íûå, è ÷òî áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà â ñìûñëå ¾êîëè÷åñòâà
ýëåìåíòîâ¿ âñå îäèíàêîâû. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ðàçðóøàåò ýòî ïðåäñòàâëåíèå î
áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ.

Òåîðåìà 11 (Êàíòîðà). |A| < |P(A)|.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Ýòîò ìåòîä äîêàçàòåëü-
ñòâà èçâåñòåí Âàì åù¼ ñî øêîëüíîãî êóðñà ãåîìåòðèè. Ìû áóäåì ÷àñòî ïîëü-
çîâàòüñÿ èì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè. Ìåòîä îñíîâàí
íà òàê íàçûâàåìîì çàêîíå êîíòðàïîçèöèè, êîòîðûé êðàòêî ìîæíî ñôîðìóëè-
ðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(A =⇒ B)⇐⇒ (íå B =⇒ íå A).

Íàïðèìåð, åñëè íà óëèöå èä¼ò äîæäü, òî àñôàëüò ìîêðûé. Íî åñëè àñôàëüò
ñóõîé, òî äîæäÿ íà óëèöå óæ òî÷íî íåò.

Õîä äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùèé. Äîïóñòèì, íàì íóæíî äîêàçàòü óòâåðæäå-
íèå A =⇒ B. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå A èñòèííî. Òàê êàê óòâåðæäåíèå
B ëèáî èñòèííî, ëèáî ëîæíî, òî ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî B ëîæíî, ïðèâåä¼ò
íàñ (ñîãëàñíî çàêîíó êîíòðàïîçèöèè) ê òîìó, ÷òî óòâåðæäåíèå A ëîæíî, ÷òî íå
òàê. Çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è óòâåðæäåíèå B èñòèííî.

Äîêàçàòåëüñòâî (òåîðåìà 11).
Î÷åâèäíî, åñëè A = ∅, òî

|A| = 0 < 1 = |{∅}| = |P(A)|.

Ïóñòü A 6= ∅. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå f :
A→ P(A). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

M = {x ∈ A | x /∈ f(x)}.

Ìîæåñòâî M íå ïóñòî: òàê êàê f � áèåêöèÿ, òî íàéä¼òñÿ a ∈ A òàêîé, ÷òî
f(a) = ∅ 63 a. Â ñèëó áèåêòèâíîñòè f ñóùåñòâóåò m ∈ A òàêîé, ÷òî f(m) = M .
Òîãäà

m ∈M ⇐⇒ m /∈ f(m)⇐⇒ m /∈M
� ïðîòèâîðå÷èå. Òàê êàê îòîáðàæåíèå g : A → P(A) òàêîå, ÷òî g(a) = {a},
ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì, òî |A| < |P(A)|. �

Ïîçíàêîìèâøèñü ïîäðîáíî ñ ïîíÿòèåì ìîùíîñòè, äàäèì ñòðîãèå îïðåäåëå-
íèÿ êîíå÷íûõ è áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî, íå ðàâíîìîùíîå íèêàêîìó ñâîåìó ñîáñòâåííî-
ìó ïîäìíîæåñòâó, íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî íàçû-
âàåòñÿ áåñêîíå÷íûì.

Òàê êàê áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà òîæå ìîæíî ñðàâíèâàòü ïî ìîùíîñòè, òî
åñòåñòâåííûìè êàæóòñÿ âîïðîñû: ñóùåñòâóåò ëè áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñ íàè-
ìåíüøåé ìîùíîñòüþ? ñ íàèáîëüøåé? Òåîðåìà 11 äà¼ò îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà
âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè íàèáîëüøåé ìîùíîñòè. Íàèìåíüøåé áåñêîíå÷íîé ìîù-
íîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
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Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî, ðàâíîìîùíîå ω, íàçûâàåòñÿ ñ÷¼òíûì. Ìîù-
íîñòü ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ω. Áèåêöèþ f : ω → A èíîãäà
áóäåì íàçûâàòü íóìåðàöèåé ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà A, à n ∈ ω � íîìåðîì ýëåìåíòà
f(n) ∈ A ïðè íóìåðàöèè f .

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äà¼ò ïðåäñòàâëåíèå î ñòðóêòóðå êîíå÷íûõ è áåñêîíå÷-
íûõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 12. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
1. Âñÿêîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî, ñàìî

áåñêîíå÷íî.
2. Ìíîæåñòâî n̄

df
= {x ∈ ω | x < n}, ãäå n ∈ ω, êîíå÷íî. Òàêîå ìíîæå-

ñòâî íàçûâàåòñÿ îòðåçêîì íàòóðàëüíîãî ðÿäà.
3. Ìíîæåñòâî, ðàâíîìîùíîå áåñêîíå÷íîìó ìíîæåñòâó, áåñêîíå÷íî.
4. Ìíîæåñòâî, ðàâíîìîùíîå êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó, êîíå÷íî.
5. Ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî.
6. Ìíîæåñòâî êîíå÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ðàâíîìîùíî

îòðåçêó íàòóðàëüíîãî ðÿäà.
7. Îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ êîíå÷íî.
8. Îáúåäèíåíèå ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ íå áîëåå ÷åì

ñ÷¼òíî.
9. Îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñ÷¼òíûõ ìíîæåñòâ ñ÷¼òíî.
10. Îáúåäèíåíèå ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà ñ÷¼òíûõ ìíîæåñòâ ñ÷¼òíî.
11. Âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà êîíå÷íî èëè ñ÷¼òíî.
12. Âî âñÿêîì áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå åñòü ñ÷¼òíîå ïîäìíîæåñòâî.
13. Åñëè A áåñêîíå÷íî, B êîíå÷íî, òî |A ∪B| = |A| = |A \B|.
14. Åñëè A áåñêîíå÷íî, B ñ÷¼òíî, òî |A ∪B| = |A|.
15. Åñëè A áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî, B ñ÷¼òíî, òî |A \B| = |A|.
16. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñ÷¼òíûõ ìíîæåñòâ ñ÷¼òíî.

Äîìàøíåå çàäàíèå. Äîêàæèòå òåîðåìó 12. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè óêàçàíèÿìè:

1. Ïóñòü B ⊂ A, B áåñêîíå÷íî, C ⊂ B, |C| = |B|. Ïîñòðîèòü áèåêòèâíîå
îòîáðàæåíèå èç A â (A \B) ∪ C.

2. Èíäóêöèåé ïî n.
3. Ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå

îòîáðàæåíèå f : A → B â ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî B ⊂ A. Ïóñòü |A| = |C|.
Íóæíî â C íàéòè òàêîå ïîäìíîæåñòâî, êîòîðîå áóäåò ðàâíîìîùíî B.

4. Âîñïîëüçîâàòüñÿ ï. 3.
5. Çàíóìåðîâàòü ýëåìåíòû è ïîñòðîèòü áèåêöèþ íà ñîáñòâåííîå ïîäìíîæå-

ñòâî, èñïîëüçóÿ íîìåðà.
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6. Íåîáõîäèìîñòü. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè A êîíå÷íî, òî A \ {a}, ãäå a ∈ A,
òîæå êîíå÷íî. Ïîñòðîèòü îòðåçîê n̄, ïåðåáèðàÿ ýëåìåíòû êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà.
Äîñòàòî÷íîñòü. Âîñïîëüçîâàòüñÿ ïï. 2 è 4.

7�10. Íàðèñîâàòü îáõîä.
11. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü äëÿ ω. Âçÿòü áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî A ⊆ ω è

ïîñòðîèòü áèåêöèþ f : ω → A.
12. Âûáèðàòü ýëåìåíòû èç áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïî îäíîìó. Ïîêàçàòü,

÷òî áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ïðè ýòîì íå èñ÷åçàåò. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçîâàòü
ï. 7.

13. A∪B = (A\C)∪C ∪B, ãäå C ⊆ A ñ÷¼òíî. Ïîêàçàòü, ÷òî |C ∪B| = |C|.
Ïîñòðîèòü áèåêöèþ ìåæäó A ∪ B è A. Ïîêàçàòü, ÷òî A \ B áåñêîíå÷íî. Òîãäà
|A \B| = |(A \B) ∪B| = |A| (ïî äîêàçàííîìó ðàíåå).

14. Àíàëîãè÷íî ï. 13, èñïîëüçóÿ ï. 9.
15. Àíàëîãè÷íî ï. 13.
16. Íàðèñîâàòü îáõîä.

Òåîðåìà 13. Ìíîæåñòâî R íåñ÷¼òíî.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë èç îòðåçêà [0; 1]. Âñå

òàêèå ÷èñëà â äåñÿòè÷íîé ôîðìå çàïèñè èìåþò âèä 0, . . . (èç äâóõ ïðåäñòàâëåíèé
÷èñëà 1 (0, 999 . . . è 1) âûáåðåì ïåðâîå1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî [0; 1] � ñ÷¼òíîå
ìíîæåñòâî è f � åãî íóìåðàöèÿ. Òîãäà êàæäàÿ äðîáü èç [0; 1] èìååò íîìåð ïðè
íóìåðàöèè f . Ïóñòü

q = 0, q0q1q2 . . . qn . . . ,

ãäå qi îòëè÷àåòñÿ îò i-îé öèôðû ÷èñëà f(i). Äðîáü q íå èìååò íîìåðà, ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò òîìó, ÷òî [0; 1] çàíóìåðîâàíî ñ ïîìîùüþ f . Ñëåäîâàòåëüíî, [0; 1] �
íåñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî. Ïî òåîðåìå 12 (ï. 8) ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë íåñ÷¼òíî. �

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà, åñ-
ëè îíî ðàâíîìîùíî R. Ìîùíîñòü êîíòèíóóìà áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç c.

1Âîçìîæíî, ýòîò ôàêò äëÿ íåêîòîðûõ ÷èòàòåëåé ïîêàæåòñÿ óäèâèòåëüíûì, íî ÷èñëà 0, 9999999 . . . è 1 åñòü
ðàçíûå çàïèñè ÷èñëà 1. Ñóùåñòâóåò ìíîãî äîêàçàòåëüñòâ ýòîãî ôàêòà, â èíòåðíåòå ïîëíî ðàçëè÷íûõ øóòîê

íà òåìó ðàâåíñòâà 0, 9999999 . . . = 1. Ñàìîå ïðîñòîå, êîòîðîå ìíå íðàâèòñÿ, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìåæäó

÷èñëàìè 0, 9999999 . . . è 1 íåò äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, â òî âðåìÿ êàê îòíîøåíèå < íà ìíîæåñòâå R ÿâëÿåòñÿ

ïëîòíûì ïîðÿäêîì.
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Òåîðåìà 14. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
1. Îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî èëè ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà ìíîæåñòâ ìîù-

íîñòè êîíòèíóóìà èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.
2. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîæåñòâ, èìåþùèõ ìîùíîñòü êîí-

òèíóóìà, èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

Äîìàøíåå çàäàíèå. Äîêàæèòå òåîðåìó 14.
Â 1877 ãîäó Ãåîðã Êàíòîð âûäâèíóë ãèïîòåçó î òîì, ÷òî ëþáîå áåñêîíå÷íîå

ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ìîùíîñòè êîíòèíóóìà ÿâëÿåòñÿ ëèáî ñ÷¼òíûì, ëèáî
ñàìî èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà. Äðóãèìè ñëîâàìè, ãèïîòåçà ïðåäïîëàãàåò,
÷òî ìîùíîñòü êîíòèíóóìà � íàèìåíüøàÿ, ïðåâîñõîäÿùàÿ ìîùíîñòü ñ÷¼òíîãî
ìíîæåñòâà, è ìåæäó ñ÷¼òíîé è êîíòèíóóìîì íåò ìîùíîñòåé. Ýòà ãèïîòåçà ïî-
ëó÷èëà íàçâàíèå

Êîíòèíóóì-ãèïîòåçà. Íå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâà A òàêîãî, ÷òî

ω < |A| < c.

Ýòó ãèïîòåçó ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà îáùèé ñëó÷àé: íåâîçìîæíî

|A| < |B| < |P(A)|.

Ýòî óòâåðæäåíèå íîñèò íàçâàíèå îáîáù¼ííàÿ êîíòèíóóì-ãèïîòåçà. Áåç-
óñïåøíûå ïîïûòêè äîêàçàòü êîíòèíóóì-ãèïîòåçó ïðåäïðèíèìàëèñü äî òåõ ïîð,
ïîêà â òðóäàõ Ã¼äåëÿ è Êîýíà íå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñðåäñòâàìè àêñèîìàòè÷å-
ñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ å¼ íåâîçìîæíî íè äîêàçàòü, íè îïðîâåðãíóòü.

�11. Ïàðàäîêñû òåîðèè ìíîæåñòâ

Ïàðàäîêñ Ðàññåëà

Â 1901 ãîäó áðèòàíñêèé ôèëîñîô, ëîãèê è ìàòåìàòèê Áåðòðàí Ðàññåë îò-
êðûë òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûé ïàðàäîêñ, äåìîíñòðèðóþùèé ïðîòèâîðå÷èâîñòü
ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû Ôðåãå, êîòîðàÿ ÿâëÿëàñü ðàííåé ïîïûòêîé ôîðìàëèçàöèè
íàèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ Ãåîðãà Êàíòîðà, ñîçäàòåëÿ òåîðèè ìíîæåñòâ. Ýòîò
ïàðàäîêñ äîâîëüíî èçâåñòåí, è ó íåãî åñòü ìíîãî âåðñèé. Ïðèâåä¼ì îäíó èç íèõ.

Â îäíîì ïîëêó æèë-áûë ïîëêîâîé ïàðèêìàõåð, êîòîðîãî ïî èñòîðè÷åñêèì
ïðè÷èíàì íàçûâàþò áðàäîáðååì (îòñþäà è äðóãîå íàçâàíèå ýòîãî ïàðàäîêñà:
Ïàðàäîêñ áðàäîáðåÿ). Îäíàæäû êîìàíäèð ïîëêà ïðèêàçàë åìó áðèòü òåõ è òîëü-
êî òåõ, êòî ñàì íå áðååòñÿ. Âïîëíå ðàçóìíûé ïðèêàç � çà÷åì òðàòèòü âðåìÿ
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áðàäîáðåÿ íà òåõ, êòî â ñîñòîÿíèè ïîáðèòüñÿ ñàì? Áðàäîáðåé, ïîëó÷èâ ïðèêàç,
ñíà÷àëà îáðàäîâàëñÿ, òàê êàê ìíîãèå ñîëäàòû óìåëè áðèòüñÿ ñàìè. Îí ïîáðèë
òåõ, êòî áðèòüñÿ ñàì íå óìåë, à ïîòîì ñåë íà ïåí¼ê è çàäóìàëñÿ: à ÷òî åìó ñ
ñîáîé-òî äåëàòü? Âåäü åñëè îí áóäåò áðèòü ñåáÿ, òî íàðóøèò ïðèêàç êîìàíäèðà
íå áðèòü òåõ, êòî áðååòñÿ ñàì. À åñëè îí ñàì ñåáÿ áðèòü íå áóäåò, òî îêàæåòñÿ,
÷òî îí ïî ïðèêàçó êîìàíäèðà äîëæåí âñ¼-òàêè ñåáÿ ïîáðèòü...

×òî ñòàëî ñ íåñ÷àñòíûì áðàäîáðååì, èñòîðèÿ óìàë÷èâàåò.
Êàçàëîñü áû, ïðè ÷¼ì çäåñü òåîðèÿ ìíîæåñòâ? Ïîïðîáóåì ðàçîáðàòüñÿ, â

÷¼ì æå ïðîáëåìà ïðèêàçà êîìàíäèðà ïîëêà. Êîìàíäèð ïûòàëñÿ îïðåäåëèòü ìíî-
æåñòâî ëþäåé, êîòîðûõ áðàäîáðåé äîëæåí áðèòü, èñïîëüçóÿ îïèñàòåëüíûé ñïî-
ñîá, à èìåííî

{x | x ñàì íå áðååòñÿ}.

Íà ïåðâûé âçãëÿä, â ýòîì ìíîæåñòâå íåò íè÷åãî íåîáû÷íîãî. Íî âîçíèêàåò âî-
ïðîñ: ïðèíàäëåæèò ëè ýòîìó ìíîæåñòâó áðàäîáðåé?

Ïðèâåä¼ì äðóãóþ âåðñèþ ïàðàäîêñà Ðàññåëà. Íàçîâ¼ì ïðèëàãàòåëüíîå ðóñ-
ñêîãî ÿçûêà ðåôëåêñèâíûì, åñëè îíî îáëàäàåò ñâîéñòâîì, êîòîðîå îïðåäåëÿåò.
Íàïðèìåð, ¾ðóññêèé¿ � ðåôëåêñèâíîå ïðèëàãàòåëüíîå, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ ðóñ-
ñêèì ñëîâîì, à ¾àíãëèéñêèé¿ � íåò; ¾òð¼õñëîæíûé¿ � ðåôëåêñèâíîå, à ¾ïÿ-
òèñëîæíûé¿ � íåò (ïðèäóìàéòå åù¼ ïðèìåðû). Íî ÷òî ìû ìîæåì ñêàçàòü ïðî
ñëîâî ¾íåðåôëåêñèâíûé¿? ¾Íåðåôëåêñèâíûé¿ ðåôëåêñèâíî èëè íåðåôëåêñèâ-
íî? Åñëè îíî ðåôëåêñèâíî, òî îíî íåðåôëåêñèâíî. Åñëè îíî íåðåôëåêñèâíî, òî
îíî íå íåðåôëåêñèâíî, òî åñòü ðåôëåêñèâíî...

Íàêîíåö, äàäèì áîëåå ñòðîãóþ ôîðìóëèðîâêó ïàðàäîêñà. Ïóñòü

M = {A | A /∈ A}.

Âåðíî ëè, ÷òî M ∈M? Èëè æå M /∈M?

Ïàðàäîêñ Êàíòîðà

Ýòîò ïàðàäîêñ áûë îòêðûò ðàíüøå ïàðàäîêñà Ðàññåëà, â 1899 ãîäó, ñàìèì
Êàíòîðîì è ñòèìóëèðîâàë ðàçðàáîòêó ñòðîãîé àêñèîìàòèêè òåîðèè ìíîæåñòâ.

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè ðàíåå, ñîãëàñíî òåîðåìå 11 íå ñóùåñòâóåò ñàìîãî
¾ìîùíîãî¿ ìíîæåñòâà, òî åñòü ìíîæåñòâà, îáëàäàþùåãî íàèáîëüøåé ìîùíî-
ñòüþ. Íå ñóùåñòâóåò ïîòîìó, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìîùíîãî ìíîæåñòâà
ìîæíî óêàçàòü åù¼ áîëåå ìîùíîå. Ýòî ñ îäíîé ñòîðîíû. À ñ äðóãîé � èíòóè-
òèâíî î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ äîëæíî áûòü ñàìûì ìîùíûì,
âåäü îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîâîêóïíîñòü âñåõ ìíîæåñòâ, êàêèå òîëüêî ìîãóò ñóùå-
ñòâîâàòü, è âîîáùå âêëþ÷àåò âñå ìûñëèìûå ìíîæåñòâà.
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Äàäèì áîëåå ñòðîãóþ ôîðìóëèðîâêó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ
ìíîæåñòâ ñóùåñòâóåò: U = {x | x = x}. Òàê êàê P(U) � ìíîæåñòâî ìíîæåñòâ,
òî P(U) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì U . Íî òîãäà |P(U)| 6 |U|. Ïî òåîðåìå 11
|P(U)| > |U|. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è
íå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâà âñåõ ìíîæåñòâ.

Ôèêñàöèÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà âñåõ ìíîæåñòâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ î÷åíü ñëîæ-
íîé çàäà÷åé. È êàê áû áëèçêî ìû íè ïîäáèðàëèñü ê îïðåäåëåíèþ ìîùíîñòè
ìíîæåñòâà âñåõ ìíîæåñòâ, â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè íàø ðåçóëüòàò ìîæåò
îêàçàòüñÿ óæå íå ñîîòâåòñòâóþùèì äåéñòâèòåëüíîñòè.

Ýòî ðàññóæäåíèå èëëþñòðèðóåò íåâîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ èñòèííîãî íåïðî-
òèâîðå÷èâîãî ëîãè÷åñêîãî âûâîäà íà îñíîâå çûáêèõ, îøèáî÷íûõ, ëîæíûõ îñíî-
âàíèé, ïîñûëîê. Êàê ñëåäñòâèå, òåîðèÿ ìíîæåñòâ ïîëó÷èëà îïðåäåë¼ííóþ àêñè-
îìàòèêó, â ðàìêàõ êîòîðîé âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ìíîæåñòâà âñåõ ìíîæåñòâ
íå ñòàâèòñÿ.

Ïàðàäîêñ Áåððè

Ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñëîãîâ â ðóññêîì ÿçûêå. Ñëåäîâàòåëüíî,
èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ ôðàç ðóññêîãî ÿçûêà, êîòîðûå ñîäåðæàò
íå áîëåå ïÿòèäåñÿòè ñëîãîâ. Ïîýòîìó ñ ïîìîùüþ òàêèõ ôðàç ìîæíî îõàðàêòå-
ðèçîâàòü òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïóñòü k åñòü íàèìåíüøåå
èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûå íå õàðàêòåðèçóþòñÿ íèêàêîé ôðàçîé ðóññêî-
ãî ÿçûêà, ñîäåðæàùåé íå áîëåå ïÿòèäåñÿòè ñëîãîâ. Íàïå÷àòàííàÿ êóðñèâîì
ôðàçà õàðàêòåðèçóåò ÷èñëî k è ñîäåðæèò íå áîëåå ïÿòèäåñÿòè ñëîãîâ.

Ïàðàäîêñû Ðàññåëà, Êàíòîðà è Áåððè ïðèâîäÿò íàñ ê òîìó, ÷òî íå âñÿêîå
ñèíòàêñè÷åñêè êîððåêòíîå ëîãè÷åñêîå óñëîâèå P ìîæåò îïðåäåëÿòü ìíîæåñòâî.
Ñõåìà àêñèîì

∀x
(
x ∈ A⇐⇒ P (x)

)
,

îïèñûâàþùàÿ ìíîæåñòâî A, áûëà îòâåðãíóòà êàê ïðîòèâîðå÷èâàÿ. Âìåñòî ýòîãî
áûëà ðàçðàáîòàíà ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé, íàêëàäûâàåìûõ íà óñëîâèå P .

Åù¼ ïðèìåð

Íàçîâèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå óïîìÿíóòîå íà ïðîòÿæåíèè
âñåõ ëåêöèé ïåðâîé ãëàâû.

Êàçàëîñü áû, ÷òî òóò ñëîæíîãî? Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî ìîæíî ñäåëàòü, òàê
êàê ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë âïîëíå óïîðÿäî÷åíî è ìîæíî íàéòè íàèáîëü-
øåå óïîìÿíóòîå ÷èñëî. Íî ïàðàäîêñ â òîì, ÷òî åñëè áû ìû ìîãëè îïðåäåëèòü
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ýòî ÷èñëî, îíî àâòîìàòè÷åñêè áû ïåðåøëî èç êëàññà íå óïîìÿíóòûõ â ëåêöèÿõ
â êëàññ óïîìÿíóòûõ.

Ïàðàäîêñ Òðèñòðàìà Øåíäè

Â ðîìàíå Ñòåðíà ¾Æèçíü è ìíåíèÿ Òðèñòðàìà Øåíäè, äæåíòëüìåíà¿ ãå-
ðîé îáíàðóæèâàåò, ÷òî åìó ïîòðåáîâàëñÿ öåëûé ãîä, ÷òîáû èçëîæèòü ñîáûòèÿ
ïåðâîãî äíÿ åãî æèçíè, è åù¼ îäèí ãîä, ÷òîáû îïèñàòü âòîðîé äåíü. Â ñâÿçè ñ
ýòèì ãåðîé ñåòóåò, ÷òî ìàòåðèàë åãî áèîãðàôèè áóäåò íàêàïëèâàòüñÿ áûñòðåå,
÷åì îí ñìîæåò åãî îáðàáîòàòü, è îí íèêîãäà íå ñìîæåò å¼ çàâåðøèòü.

� Òåïåðü ÿ óòâåðæäàþ, � âîçðàæàåò íà ýòî Ðàññåë, � ÷òî åñëè áû îí æèë
âå÷íî è åãî ðàáîòà íå ñòàëà áû åìó â òÿãîñòü, äàæå åñëè áû åãî æèçíü ïðîäîë-
æàëà áûòü ñòîëü æå áîãàòîé ñîáûòèÿìè, êàê âíà÷àëå, òî íè îäíà èç ÷àñòåé åãî
áèîãðàôèè íå îñòàëàñü áû íåíàïèñàííîé.

Äåéñòâèòåëüíî, ñîáûòèÿ n-ãî äíÿ Øåíäè ìîã áû îïèñàòü çà n-é ãîä, è,
òàêèì îáðàçîì, â åãî àâòîáèîãðàôèè êàæäûé äåíü îêàçàëñÿ áû çàïå÷àòë¼ííûì.

Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè áû æèçíü äëèëàñü áåñêîíå÷íî, òî îíà íàñ÷èòûâàëà áû
ñòîëüêî æå ëåò, ñêîëüêî äíåé.

Ïî ìíåíèþ Ðàññåëà, ðåøåíèå ëåæèò â òîì, ÷òî öåëîå ýêâèâàëåíòíî åãî ÷à-
ñòè â áåñêîíå÷íîñòè. Îäíàêî æå ðàçðåøåíèå ïðîáëåìû ëåæèò â îáëàñòè ÷èñòîé
ìàòåìàòèêè. Î÷åâèäíî, ÷òî åñòü äâà ìíîæåñòâà � ãîäà è äíè, ìåæäó ýëåìåíòàìè
êîòîðûõ óñòàíîâëåíî áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà ïðè óñëîâèè áåñêîíå÷íîé
æèçíè ãëàâíîãî ãåðîÿ èìååòñÿ äâà áåñêîíå÷íûõ ðàâíîìîùíûõ ìíîæåñòâà, ÷òî,
åñëè ðàññìàòðèâàòü ìîùíîñòü êàê îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ â
ìíîæåñòâå, ðàçðåøàåò ïàðàäîêñ.

Äàííîå ðàññóæäåíèå äåìîíñòðèðóåò íàðóøåíèå ïðèíöèïà ¾÷àñòü ìåíüøå
öåëîãî¿, êîòîðîå õàðàêòåðíî äëÿ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ è äàæå èñïîëüçóåòñÿ
íàìè äëÿ îòëè÷èÿ èõ îò êîíå÷íûõ. Êðèòåðèé áåñêîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà, ïðåä-
ëîæåííûé Äåäåêèíäîì, ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ìíîæåñòâî ÿâëÿ-
åòñÿ áåñêîíå÷íûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ðàâíîìîùíî íåêîòîðîé ñâî-
åé ÷àñòè. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî êðèòåðèé Äåäåêèíäà â àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè
ìíîæåñòâ ýêâèâàëåíòåí îïðåäåëåíèþ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà êàê ìíîæåñòâà,
ñîäåðæàùåãî ñ÷¼òíîå ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ.

Äåä Ìîðîç è êîíôåòû

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ èñòîðèþ.
Íà Íîâûé ãîä ê äåòèøêàì ïðèø¼ë Äåä Ìîðîç è ïðèí¼ñ ñ ñîáîé îãðîì-

íûé ìåøîê êîíôåò. Êîíôåò â ìåøêå áåñêîíå÷íî ìíîãî, è âñå îíè çàíóìåðîâàíû
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íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè: íà êàæäîé êîíôåòå íàïèñàí å¼ íîìåð, à äëÿ êàæäîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà åñòü êîíôåòà ñ òàêèì íîìåðîì. Çà îäíó ìèíóòó äî ïîëóíî÷è
Äåä Ìîðîç âçÿë êîíôåòó ñ íîìåðîì 1 è ïîäàðèë äåòÿì. ×åðåç ïîëìèíóòû Äåä
Ìîðîç ïîíÿë, ÷òî äàë ìàëî êîíôåò, è äàë äåòÿì êîíôåòû ñ íîìåðàìè 2 è 3, à
êîíôåòó ñ íîìåðîì 1 çàáðàë. Åù¼ ÷åðåç ÷åòâåðòü ìèíóòû îí äàë äåòÿì êîíôåòû
ñ íîìåðàìè 4, 5, 6 è 7, à êîíôåòû ñ íîìåðàìè 2 è 3 çàáðàë. È òàê äàëåå: ùåäðûé
Äåä Ìîðîç êàæäûé ðàç ïî èñòå÷åíèè ïîëîâèíû îñòàâøåãîñÿ âðåìåíè äà¼ò âäâîå
áîëüøå êîíôåò, ÷åì äàâàë â ïðåäûäóùèé ðàç, çàáèðàÿ ïðè ýòîì îòäàííûå ðàíåå
êîíôåòû.

Ñêîëüêî æå êîíôåò áóäåò ó äåòåé â ïîëíî÷ü?
Ñ îäíîé ñòîðîíû, êîëè÷åñòâî êîíôåò ó äåòåé ñòðåìèòåëüíî ðàñò¼ò. Ñ ïðè-

áëèæåíèåì ïîëóíî÷è Äåä Ìîðîç ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà âûäà¼ò äåòÿì îãðîìíîå
êîëè÷åñòâî êîíôåò, íå ïîìåùàþùèõñÿ äîìà è âî âñ¼ì ãîðîäå! Íî äàâàéòå ïîäó-
ìàåì: ó êîãî â ïîëíî÷ü áóäåò êîíôåòà ñ íîìåðîì 1? Ó Äåäà Ìîðîçà, òàê êàê
îí å¼ çàáðàë, îòäàâàÿ êîíôåòû ñ íîìåðàìè 2 è 3. À ó êîãî áóäåò êîíôåòà ïîä
íîìåðîì 2? 3? Òàêæå ó Äåäà Ìîðîçà � îí èõ òîæå çàáðàë. Äåä Ìîðîç çàáðàë è
êîíôåòû ñ íîìåðàìè 100 è 150, è êîíôåòó ñ íîìåðîì 1000000000000000000. . .

Íà ñàìîì äåëå íèêàêîãî ïàðàäîêñà òóò íåò. Âñ¼ äåëî â òîì, ÷òî áåñêîíå÷íûå
ìíîæåñòâà óñòðîåíû ñóùåñòâåííî ñëîæíåå êîíå÷íûõ, è èíòóèöèÿ òóò íå âñåãäà
ñðàáàòûâàåò.

Ìàòåìàòèêè äîâîëüíî äîëãî áîÿëèñü ñòîëü àáñòðàêòíîãî ïîíÿòèÿ ìíîæå-
ñòâî. Ïîíÿòíî, ïî÷åìó: âîçíèêàëè ïàðàäîêñû è ìíîæåñòâà ñ íåïîíÿòíûìè ñâîé-
ñòâàìè, ïðèìåðû êîòîðûõ Âû ïðî÷èòàëè â ýòîì ïàðàãðàôå.
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