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ÃËÀÂÀ II

ÀËÃÅÁÐÀ ÂÛÑÊÀÇÛÂÀÍÈÉ

Îñíîâîïîëîæíèêîì ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè ìîæíî ñ÷èòàòü Àðèñòîòåëÿ, æèâ-
øåãî â IV âåêå äî í.ý. Â åãî ñî÷èíåíèè ¾Ïåðâàÿ àíàëèòèêà¿ îí ðàññìàòðèâàë îñ-
íîâû ñèëëîãèñòèêè � ïðàâèëà âûâîäà îäíèõ óòâåðæäåíèé èç äðóãèõ. Íàïðèìåð,
óòâåðæäåíèå ¾Ñîêðàò ñìåðòåí¿ ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèé ¾Âñå ëþäè ñìåðòíû¿
è ¾Ñîêðàò � ÷åëîâåê¿ (êëàññè÷åñêèé ïðèìåð ïîäîáíîãî âûâîäà).

Çàðîæäåíèå îñíîâíîé èäåè ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè êàê óíèâåðñàëüíîãî ÿçû-
êà íàóêè (è ìàòåìàòèêè â òîì ÷èñëå) ìîæíî íàéòè óæå ó Ëåéáíèöà (XVII�XVIII
ââ.). Ýòà èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû çàïèñûâàòü ìàòåìàòè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ â
âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñèìâîëîâ è îïåðèðîâàòü ñ íèìè ïî ôîðìàëüíûì ïðà-
âèëàì. Ïðè ýòîì ïðàâèëüíîñòü ðàññóæäåíèé ìîæíî ïðîâåðÿòü ìåõàíè÷åñêè, íå
âíèêàÿ â èõ ñìûñë. Ýòîìó è áóäåò ïîñâÿù¼í íàø ó÷åáíûé êóðñ: ìû íàó÷èì-
ñÿ ïðîâåðÿòü ïðàâèëüíîñòü ðàññóæäåíèé, èçó÷èì ìåõàíèçìû ïîñòðîåíèÿ îäíèõ
óòâåðæäåíèé èç äðóãèõ, ïîãîâîðèì îá àëãîðèòìàõ è òåîðèÿõ.

Ïðèñòóïèì ê èçó÷åíèþ ïåðâîãî ðàçäåëà ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè � àëãåáðû
âûñêàçûâàíèé, êîòîðóþ èíîãäà íàçûâàþò àëãåáðîé ëîãèêè.

Àëãåáðà � íàóêà, êîòîðàÿ èçó÷àåò îïåðàöèè íàä ýëåìåíòàìè íåêîòîðîãî
ìíîæåñòâà. Íàïðèìåð, åñëè ýëåìåíòû ìíîæåñòâà � âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, à
îïåðàöèè � ñëîæåíèå è óìíîæåíèå, òî ýòî àëãåáðà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äåé-
ñòâèÿ ñ âåêòîðàìè èçó÷àåò âåêòîðíàÿ àëãåáðà. Èç êóðñà àëãåáðû è òåîðèè ÷èñåë
Âû çíàêîìû ñ àëãåáðîé ìíîãî÷ëåíîâ, àëãåáðîé ìàòðèö, àëãåáðîé êîìïëåêñíûõ
÷èñåë è äð.

Âûñêàçûâàíèå � ïåðâûé âàæíåéøèé îáúåêò èçó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ëî-
ãèêè. Àëãåáðà âûñêàçûâàíèé èçó÷àåò ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ âûñêàçûâàíèé èç óæå
èìåþùèõñÿ âûñêàçûâàíèé, çàêîíîìåðíîñòè òàêèõ ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ âûñêà-
çûâàíèé. Àëãåáðà âûñêàçûâàíèé ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòîì ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãè-
êè.
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�1. Ïîíÿòèå âûñêàçûâàíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Âûñêàçûâàíèåì íàçûâàþò ïîâåñòâîâàòåëüíîå ïðåäëîæåíèå,
ïðî êîòîðîå ìîæíî óòâåðæäàòü, èñòèííî îíî èëè ëîæíî.

Ïðèìåðû:
1) ¾Âîäà � ïðîäóêò ãîðåíèÿ âîäîðîäà¿ � èñòèííîå âûñêàçûâàíèå;
2) ¾Âñå íå÷¼òíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ïðîñòûå¿ � ëîæíîå âûñêàçûâàíèå;
3) ¾Áóäåò ëè çàâòðà äîæäü?¿ � íå âûñêàçûâàíèå;
4) ¾Â êâàðòèðå õîëîäíî¿ � íå âûñêàçûâàíèå (ïî÷åìó?).
Îòâëå÷¼ìñÿ îò ñîäåðæàíèÿ âûñêàçûâàíèÿ è äàæå îò åãî ñòðóêòóðû. Íå

áóäåì âûäåëÿòü â í¼ì îáúåêò è ñâîéñòâà îáúåêòà. Òîãäà âûñêàçûâàíèå ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê âåëè÷èíó, êîòîðàÿ ìîæåò ïðèíèìàòü îäíî èç äâóõ çíà÷åíèé:
¾èñòèíà¿ èëè ¾ëîæü¿.

Âûñêàçûâàíèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü çàãëàâíûìè áóêâàìè ëàòèíñêîãî àëôàâèòà
(âîçìîæíî ñ èíäåêñàìè): A, B, C, . . . , A1, A2, . . . Çíà÷åíèÿ âûñêàçûâàíèé áóäåì
îáîçíà÷àòü áóêâàìè È (èñòèíà) è Ë (ëîæü). Åñëè âûñêàçûâàíèå A ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå È, òî áóäåì ïèñàòü A = È. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì ïèñàòü A = Ë.

�2. Îïåðàöèè íàä âûñêàçûâàíèÿìè

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàíû äâà ïðîèçâîëüíûõ âûñêàçûâàíèÿ A è B. Îïðå-
äåëèì ñëåäóþùèå îïåðàöèè:

1. Êîíúþíêöèÿ (îáîçíà÷åíèå: A ∧B)

A ∧B = È
df⇐⇒ A = È è B = È.

Ò.å. åñëè õîòÿ áû îäíî èç âûñêàçûâàíèé A è B ëîæíî, òî êîíúþíêöèÿ A
è B ëîæíà. Ïîýòîìó êîíúþíêöèþ èíîãäà íàçûâàþò ëîãè÷åñêèì óìíîæåíèåì.
Âìåñòî ¾êîíúþíêöèÿ âûñêàçûâàíèé A è B¿ èíîãäà áóäåì ãîâîðèòü ïðîñòî ¾A
è B¿.

2. Äèçúþíêöèÿ (îáîçíà÷åíèå: A ∨B)

A ∨B = È
df⇐⇒ A = È èëè B = È.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî äèçúþíêöèÿ âûñêàçûâàíèé A è B ëîæíà òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, êîãäà ëîæíû îáà âûñêàçûâàíèÿ A èB. Ïîýòîìó äèçúþíêöèþ èíîãäà
íàçûâàþò ëîãè÷åñêèì ñëîæåíèåì. Âìåñòî ¾äèçúþíêöèÿ âûñêàçûâàíèé A è B¿
èíîãäà áóäåì ãîâîðèòü ïðîñòî ¾A èëè B¿.

3. Èìïëèêàöèÿ (îáîçíà÷åíèå: A→ B)

A→ B = Ë
df⇐⇒ A = È è B = Ë.



Ãëàâà II. Àëãåáðà âûñêàçûâàíèé 35

Âûñêàçûâàíèå A â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ïîñûëêîé èìïëèêàöèè, à âûñêà-
çûâàíèå B � çàêëþ÷åíèåì èìïëèêàöèè. Èìïëèêàöèþ èíîãäà íàçûâàþò ëîãè-
÷åñêèì ñëåäîâàíèåì. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, èìïëèêàöèÿ âûñêàçûâàíèé A è B
èñòèííà âñåãäà, êîãäà å¼ ïîñûëêà ëîæíà. Ýòî íåóäèâèòåëüíî, òàê êàê èç ëæè
ìîæíî ïîëó÷èòü âñ¼ ÷òî óãîäíî, ò.å. íåâàæíî, êàêîå çíà÷åíèå ïðèíèìàåò âûñêà-
çûâàíèå B. Âìåñòî ¾èìïëèêàöèÿ âûñêàçûâàíèé A è B¿ èíîãäà áóäåì ãîâîðèòü
ïðîñòî ¾èìïëèêàöèÿ èç A â B¿.

4. Îòðèöàíèå (îáîçíà÷åíèå: qA)

qA = È
df⇐⇒ A = Ë.

Âìåñòî ¾îòðèöàíèå âûñêàçûâàíèÿ A¿ èíîãäà áóäåì ãîâîðèòü ïðîñòî ¾íå
A¿.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìåíÿòü ïîðÿäîê äåéñòâèé â âûðàæåíèÿõ, áóäåì èñïîëüçî-
âàòü ñêîáêè.

Êàê è ïðè ðàáîòå ñ ÷èñëàìè, îïåðàöèè íåîáõîäèìî âûïîëíÿòü, ðóêîâîäñòâó-
ÿñü ïðèîðèòåòîì:

1. Ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ òî, ÷òî çàïèñàíî â ñêîáêàõ.
2. Ñàìîé ñèëüíîé îïåðàöèåé ñ÷èòàåòñÿ îòðèöàíèå.
3. Êîíúþíêöèÿ è äèçúþíêöèÿ � äâå ðàâíîñèëüíûå îïåðàöèè!
4. Ñàìîé ñëàáîé îïåðàöèåé ñ÷èòàåòñÿ èìïëèêàöèÿ.
Óïðàæíåíèå 1. Îïðåäåëèòå çíà÷åíèå âûñêàçûâàíèÿ

(q(A ∧B) ∨ C)→ ((B ∧ C) ∨ A),

åñëè A = È, B = Ë, C = È. Ñóùåñòâóåò ëè íàáîð çíà÷åíèé âûñêàçûâàíèé
A,B,C, ïðè êîòîðûõ äàííîå âûñêàçûâàíèå áóäåò ëîæíûì?

�3. Ôîðìóëû àëãåáðû âûñêàçûâàíèé

Â óïðàæíåíèè 1 Âû óæå ïîðàáîòàëè ñ âûðàæåíèåì, çàïèñàííûì ñ ïîìî-
ùüþ ââåä¼ííûõ íàìè îáîçíà÷åíèé âûñêàçûâàíèé è îïåðàöèé íàä íèìè. Òàêèå
âûðàæåíèÿ ïðèíÿòî íàçûâàòü ôîðìóëàìè. Íî íå âñÿêîå âûðàæåíèå (ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ âûñêàçûâàíèé, îïåðàöèé è ñêîáîê) ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé.
Â ýòîì ïàðàãðàôå äàäèì ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ôîðìóëû àëãåáðû âûñêàçûâàíèé
(ÀÂ).

Îïðåäåëåíèå. Âûñêàçûâàíèÿ, êîòîðûå ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ È èëè Ë íåçà-
âèñèìî îò çíà÷åíèé äðóãèõ âûñêàçûâàíèé, íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè âûñêà-
çûâàíèÿìè èëè ëîãè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè.
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Äàäèì îïðåäåëåíèå ôîðìóëû àëãåáðû âûñêàçûâàíèé èíäóêòèâíûì ñïî-
ñîáîì. Êàê Âû ïîìíèòå èç êóðñà àëãåáðû, äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà, êîòîðîìó
óäîâëåòâîðÿåò ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ñî-
ñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ:

1) ïðîâåðêà óòâåðæäåíèÿ äëÿ íàèìåíüøåãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ [áàçà èí-
äóêöèè];

2) äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ÷èñëà n+1 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî óòâåð-
æäåíèå äëÿ ÷èñëà n âåðíî [øàã èíäóêöèè].

Èíäóêòèâíûé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ïîõîæ íà ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóê-
öèè: ñíà÷àëà ìû ïåðå÷èñëèì ¾ïðîñòåéøèå¿ (≈ íàèìåíüøèå) ôîðìóëû [áàçà èí-
äóêöèè], à ïîòîì ïîêàæåì, êàê èç îäíèõ ôîðìóë ïîëó÷àòü íîâûå ôîðìóëû [øàã
èíäóêöèè].

Îïðåäåëåíèå ôîðìóëû àëãåáðû âûñêàçûâàíèé:
1) ëîãè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ � ôîðìóëà ÀÂ,
2) åñëè Φ, Ψ � ôîðìóëû ÀÂ, òî (Φ∧Ψ), (Φ∨Ψ), (Φ→ Ψ), qΦ � ôîðìóëû

ÀÂ.
Íàïðèìåð, åñëè A, B, C � ëîãè÷åñêèå ïåðåìåííûå, òî

(((A ∧B) ∧ C)→ (qA ∨ (C ∧B)))

� ôîðìóëà ÀÂ.
Î÷åâèäíî, òàêàÿ çàïèñü íå ñîâñåì óäîáíà � ìíîæåñòâî ñêîáîê ñïîñîáíî çà-

ïóòàòü. Ìû ïðåêðàñíî ïîíèìàåì, ÷òî, íàïðèìåð, âûðàæåíèå èç óïðàæíåíèÿ 1
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíîå âûñêàçûâàíèå, ò.å. ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ôîðìóëîé. Íî
ïî îïðåäåëåíèþ íå ÿâëÿåòñÿ ââèäó îòñóòñòâèÿ âíåøíèõ ñêîáîê. Ââåä¼ííûé íàìè
ïðèîðèòåò îïåðàöèé ïîçâîëÿåò óïðîùàòü çàïèñü áîëüøèõ ôîðìóë, ñîäåðæàùèõ
îïåðàöèè íàä ìíîãèìè âûñêàçûâàíèÿìè, èñêëþ÷åíèåì ñêîáîê. Íàïðèìåð, ôîð-
ìóëà èç ïðèâåä¼ííîãî âûøå ïðèìåðà â óïðîù¼ííîé ôîðìå çàïèøåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

A ∧B ∧ C →qA ∨ (C ∧B).

Äîãîâîðèìñÿ ôîðìóëû îáîçíà÷àòü ïðîïèñíûìè áóêâàìè ãðå÷åñêîãî àëôà-
âèòà (âîçìîæíî ñ èíäåêñàìè) � Φ, Ψ, Θ, Φ1, Φ2, . . . Åñëè âñå ëîãè÷åñêèå ïåðåìåí-
íûå, èç êîòîðûõ ïîñòðîåíà ôîðìóëà Φ, ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó {X1, . . . , Xn},
òî â ñëó÷àå, êîãäà ýòî èìååò çíà÷åíèå, âìåñòî Φ áóäåì ïèñàòü Φ(X1, . . . , Xn).
Íàïðèìåð,

Φ(X, Y, Z)� X ∨ Y →qZ ∧ (X ∨ Y ).

Ñèìâîë � ÷èòàåòñÿ êàê ¾èìååò âèä¿. Ìû íå áóäåì çäåñü èñïîëüçîâàòü ïðè-
âû÷íûé íàì ñèìâîë =, òàê êàê óæå èñïîëüçóåì åãî äëÿ òîãî, ÷òîáû óêàçàòü
çíà÷åíèå âûñêàçûâàíèÿ.
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Ëþáóþ ôîðìóëó ÀÂ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ, ïåðåìåííûìè êî-
òîðîé ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûå âûñêàçûâàíèÿ (îòñþäà è äðóãîå èõ íàçâàíèå �
ëîãè÷åñêèå ïåðåìåííûå). Òàêóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïîëíîñòüþ îïèñàòü êîíå÷íîé
òàáëèöåé çíà÷åíèé (ïî÷åìó?), êîòîðóþ íàçûâàþò òàáëèöåé èñòèííîñòè ôîð-
ìóëû.

Íàïðèìåð, ïîñòðîèì òàáëèöû èñòèííîñòè áèíàðíûõ îïåðàöèé, ðàññìîòðåí-
íûõ íàìè â �2:

A B A ∧B A ∨B A→ B

È È È È È
È Ë Ë È Ë
Ë È Ë È È
Ë Ë Ë Ë È

Óïðàæíåíèå 2. Ïîñòðîéòå òàáëèöó èñòèííîñòè ôîðìóëû

A ∨B →qC ∧ A.

�4. Ðàâíîñèëüíûå ôîðìóëû

Âñþäó äàëüøå äî êîíöà íàñòîÿùåé ãëàâû ïîä ôîðìóëàìè áóäåì ïîíèìàòü
ôîðìóëû ÀÂ. Åñëè Φ(X1, . . . , Xn) � ôîðìóëà, ε1, . . . , εn ∈ {È, Ë}, òî ÷åðåç
Φ(ε1, . . . , εn) áóäåì îáîçíà÷àòü çíà÷åíèå ôîðìóëû Φ ïðè óñëîâèè, ÷òî ïåðåìåí-
íàÿ Xi ïðèíèìàåò çíà÷åíèå εi äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n}.

Îïðåäåëåíèå. Ôîðìóëû Φ(X1, . . . , Xn) è Ψ(X1, . . . , Xn) íàçûâàþòñÿ ðàâ-
íîñèëüíûìè (îáîçíà÷åíèå: Φ ≡ Ψ), åñëè äëÿ ëþáûõ ε1, . . . , εn ∈ {È, Ë}

Φ(ε1, . . . , εn) = Ψ(ε1, . . . , εn).

Ïðîâåðèì, ÷òî ôîðìóëû

Φ� C ∧ A→ B è Ψ� A→ (C → B)

ÿâëÿþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè. Äëÿ ýòîãî ñîñòàâèì òàáëèöû èñòèííîñòè ýòèõ ôîðìóë
è ñðàâíèì èõ çíà÷åíèÿ.
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A B C Φ Ψ

Ë Ë Ë È È
Ë Ë È È È
Ë È Ë È È
Ë È È È È
È Ë Ë È È
È Ë È Ë Ë
È È Ë È È
È È È È È

Òàê êàê çíà÷åíèÿ ôîðìóë íà îäèíàêîâûõ íàáîðàõ çíà÷åíèé ëîãè÷åñêèõ ïåðå-
ìåííûõ ñîâïàäàþò, òî ôîðìóëû ðàâíîñèëüíû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Φ, Ψ, Θ � ôîðìóëû. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå
ðàâíîñèëüíîñòè:

1. Çàêîíû èäåìïîòåíòíîñòè
a) Φ ∧ Φ ≡ Φ,
b) Φ ∨ Φ ≡ Φ.
2. Çàêîíû êîììóòàòèâíîñòè
a) Φ ∧Ψ ≡ Ψ ∧ Φ,
b) Φ ∨Ψ ≡ Ψ ∨ Φ.
3. Çàêîíû àññîöèàòèâíîñòè
a) Φ ∧ (Ψ ∧Θ) ≡ (Φ ∧Ψ) ∧Θ,
b) Φ ∨ (Ψ ∨Θ) ≡ (Φ ∨Ψ) ∨Θ.
4. Çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè
a) Φ ∧ (Ψ ∨Θ) ≡ (Φ ∧Ψ) ∨ (Φ ∧Θ),
b) Φ ∨ (Ψ ∧Θ) ≡ (Φ ∨Ψ) ∧ (Φ ∨Θ).
5. Çàêîíû äå Ìîðãàíà
a) q(Φ ∧Ψ) ≡ qΦ∨qΨ,
b) q(Φ ∨Ψ) ≡ qΦ∧qΨ.
6. Çàêîí äâîéíîãî îòðèöàíèÿ
qqΦ ≡ Φ.
7. Φ→ Ψ ≡ qΦ ∨Ψ.
8. Çàêîíû ïîãëîùåíèÿ
a) Φ ∧ (Φ ∨Ψ) ≡ Φ,
b) Φ ∨ (Φ ∧Ψ) ≡ Φ.

Îïðåäåëåíèå. Ôîðìóëà ÀÂ Φ(X1, . . . , Xn) íàçûâàåòñÿ âûïîëíèìîé (îïðî-
âåðæèìîé), åñëè ñóùåñòâóåò íàáîð çíà÷åíèé ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõX1, . . . , Xn,
ïðè êîòîðîì Φ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå È (Ë).
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Íàïðèìåð, ôîðìóëà Φ(X, Y ) � X ∧ Y è âûïîëíèìàÿ, è îïðîâåðæèìàÿ:
ïðè X = Y = È îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå È, ïðè X = Y = Ë îíà ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå Ë.

Îïðåäåëåíèå. Ôîðìóëà Φ(X1, . . . , Xn) íàçûâàåòñÿòîæäåñòâåííî èñòèí-
íîé (òîæäåñòâåííî ëîæíîé), åñëè ïðè ëþáîì íàáîðå çíà÷åíèé ëîãè÷åñêèõ ïå-
ðåìåííûõ X1, . . . , Xn îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå È (Ë). Òîæäåñòâåííî èñòèííûå
ôîðìóëû èíîãäà íàçûâàþò òàâòîëîãèÿìè. Òîæäåñòâåííî èñòèííóþ ôîðìóëó
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç T , òîæäåñòâåííî ëîæíóþ � ÷åðåç F .

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû Φ èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâíîñèëüíî-
ñòè:

1. Φ ∧ F ≡ F , Φ ∨ T ≡ T .
2. Φ ∧ T ≡ Φ, Φ ∨ F ≡ Φ.

Äîìàøíåå çàäàíèå. Äîêàæèòå òåîðåìû 1 è 2.
Äàäèì îïðåäåëåíèå ïîäôîðìóëû ôîðìóëû Φ èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîð-

ìóëû Φ.
Îïðåäåëåíèå ïîäôîðìóëû:
1. Åñëè Φ � X, ãäå X � ëîãè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ, òî Φ � åäèíñòâåííàÿ

ïîäôîðìóëà ôîðìóëû Φ.
2. Åñëè Φ � Ψ ∧ Θ, Φ � Ψ ∨ Θ èëè Φ � Ψ → Θ, òî Ψ, Θ è Φ ÿâëÿþòñÿ

ïîäôîðìóëàìè ôîðìóëû Φ.
3. Åñëè Φ�qΨ, òî Ψ è Φ ÿâëÿþòñÿ ïîäôîðìóëàìè ôîðìóëû Φ.
Íàïðèìåð, ïîäôîðìóëàìè ôîðìóëû X → q(Y ∨ Z) ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå

ôîðìóëû:

X → q(Y ∨ Z),
X,

q(Y ∨ Z),
Y ∨ Z,
Y ,
Z.

Ëåììà (î çàìåíå â ÀÂ). Ïóñòü Φ � ôîðìóëà ÀÂ, Ψ � ïîäôîðìóëà ôîð-
ìóëû Φ, Ψ ≡ Ψ′, ôîðìóëà Φ′ ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû Φ çàìåíîé ïîäôîðìó-
ëû Ψ íà Ψ′. Òîãäà Φ ≡ Φ′.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì, îïèðàÿñü íà îïðåäåëåíèå ïîäôîðìóëû � èíäóê-
öèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû Φ. Ñî ñëîâîì ¾èíäóêöèÿ¿ Âû äîñòàòî÷íî ÷àñòî
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ñòàëêèâàåòåñü ïðè èçó÷åíèè ìàòåìàòèêè. Íà çàíÿòèÿõ ïî àëãåáðå Âû íàó÷èëèñü
äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèÿ ïðî íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íà çàíÿòèÿõ ïî ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ëîãèêå Âû ïîçíàêîìèëèñü ñ îïðåäåëåíèÿìè, êîòîðûå äàþòñÿ ñ ïîìîùüþ
èíäóêöèè. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû ñî-
ñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ:

1. Äîêàçûâàåì óòâåðæäåíèå äëÿ ñàìûõ ïðîñòûõ ôîðìóë. Â ñëó÷àå àëãåáðû
âûñêàçûâàíèé òàêèìè ÿâëÿþòñÿ ëîãè÷åñêèå ïåðåìåííûå.

2. Äîêàçûâàåì óòâåðæäåíèå äëÿ ôîðìóëû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ýòî óòâåð-
æäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ å¼ ñîáñòâåííûõ ïîäôîðìóë. Íàïðèìåð, äîêàçûâàåì óòâåð-
æäåíèå äëÿ ôîðìóëû Ψ ∧ Θ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ
ôîðìóë Ψ è Θ.

Äîêàçàòåëüñòâî (ëåììû î çàìåíå â ÀÂ).
1. Ïóñòü Φ� X, ãäå X � ëîãè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ. Òîãäà Φ � åäèíñòâåííàÿ

ïîäôîðìóëà ôîðìóëû Φ. Î÷åâèäíî, ÷òî Φ ≡ Φ′.
2. Ïóñòü Φ � Φ1 ∧ Φ2, Ψ � ïîäôîðìóëà ôîðìóëû Φ1, Ψ ≡ Ψ′, ôîðìóëà

Φ′1 ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû Φ1 çàìåíîé ïîäôîðìóëû Ψ íà Ψ′. Òàê êàê ôîðìóëà
Φ1 ¾ïðîùå¿ ôîðìóëû Φ, òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè Φ1 ≡ Φ′1. Ñîñòàâèì
òàáëèöû èñòèííîñòè ôîðìóë Φ è Φ′ � Φ′1 ∧ Φ2:

Φ1 Φ2 Φ′1 Φ Φ′

Ë Ë Ë Ë Ë
Ë È Ë Ë Ë
È Ë È Ë Ë
È È È È È

Ñëåäîâàòåëüíî, Φ ≡ Φ′.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðîâåðÿþòñÿ ñëó÷àè Φ � Φ1 ∨ Φ2, Φ � Φ1 → Φ2 è

Φ�qΦ1. �

�5. Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îïåðàöèÿ ∧ äâîéñòâåííà îïåðàöèè ∨, è íàîáîðîò.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Φ � ôîðìóëà ÀÂ, íå ñîäåðæàùàÿ èìïëèêàöèé. Ôîð-

ìóëà Ψ íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîé ê ôîðìóëå Φ (îáîçíà÷åíèå: Φ∗), åñëè Ψ ïîëó-
÷àåòñÿ èç Φ çàìåíîé îïåðàöèé ∧ è ∨ íà äâîéñòâåííûå ê íèì.

Íàïðèìåð, ôîðìóëà X∨q(Y ∧ Z) äâîéñòâåííà ê ôîðìóëå X∧q(Y ∨ Z).
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü Φ(X1, . . . , Xn) � ôîðìóëà ÀÂ, íå ñîäåðæàùàÿ èìïëè-
êàöèé. Òîãäà

Φ(X1, . . . , Xn) ≡ qΦ∗(qX1, . . . , qXn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàâåñèâ íà ôîðìóëó Φ(X1, . . . , Xn) äâîéíîå îòðèöàíèå
è ïðîíåñÿ îäíî èç íèõ ïî çàêîíàì äå Ìîðãàíà äî ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ (ñì.
òåîðåìó 1), ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó qΦ∗(qX1, . . . , qXn). �

Ñëåäñòâèå (ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè). Φ ≡ Ψ =⇒ Φ∗ ≡ Ψ∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüX1, . . . ,Xn � ëîãè÷åñêèå ïåðåìåííûå, îò êîòîðûõ
çàâèñÿò ôîðìóëû Φ è Ψ. Òîãäà

Φ(X1, . . . , Xn) ≡ Ψ(X1, . . . , Xn)⇔qΦ∗(qX1, . . . , qXn) ≡ qΨ∗(qX1, . . . , qXn)⇔

⇔ Φ∗(qX1, . . . , qXn) ≡ Ψ∗(qX1, . . . , qXn)⇔ Φ∗(X1, . . . , Xn) ≡ Ψ∗(X1, . . . , Xn).

Îáîñíîâàíèå êàæäîãî ïåðåõîäà ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíå-
íèÿ. �

Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè ïîçâîëÿåò äîêàçûâàòü íåêîòîðûå ðàâíîñèëüíîñòè,
ïåðåõîäÿ ê èçâåñòíûì ðàâíîñèëüíîñòÿì îòíîñèòåëüíî äâîéñòâåííûõ ôîðìóë.
Íàïðèìåð, çíàÿ îäèí çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòè, ìîæíî ïîëó÷èòü âòîðîé çàêîí
äèñòðèáóòèâíîñòè áåç íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêè.

�6. Íîðìàëüíûå ôîðìû

Çàìåòèì, ÷òî ïî çàêîíàì èäåìïîòåíòíîñòè ëþáóþ ôîðìóëó Φ ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü è êàê êîíúþíêöèþ Φ ∧ Φ, è êàê äèçúþíêöèþ Φ ∨ Φ.

Îïðåäåëåíèå. Ýëåìåíòàðíîé äèçúþíêöèåé íàçûâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ ëî-
ãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ è îòðèöàíèé ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Ýëåìåíòàðíîé êîíú-
þíêöèåé íàçûâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ è îòðèöàíèé ëîãè÷å-
ñêèõ ïåðåìåííûõ.

Ïðèìåðû:
A ∨B � ýëåìåíòàðíàÿ äèçúþíêöèÿ,
A∨qB ∨ C � ýëåìåíòàðíàÿ äèçúþíêöèÿ,
qA ∧B ∧ C∧qD � ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ,
A � è ýëåìåíòàðíàÿ äèçúþíêöèÿ, è ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ,
A∨(B∧qC) � íå ýëåìåíòàðíàÿ äèçúþíêöèÿ è íå ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ.
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Îïðåäåëåíèå. Äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ÄÍÔ) ôîðìóëû Φ
íàçûâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé Ψ òàêàÿ, ÷òî Φ ≡ Ψ. Êîíú-
þíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ÊÍÔ) ôîðìóëû Φ íàçûâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ
ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé Ψ òàêàÿ, ÷òî Φ ≡ Ψ.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû ôîðìóë, íàõîäÿùèõñÿ â ÄÍÔ èëè ÊÍÔ:
(A∧qB) ∨ (qA ∧B) ∨ (A ∧B ∧ C) � ÄÍÔ,
(A ∨B) ∧ (B∨qC) � ÊÍÔ,
A ∨B∨qC � è ÄÍÔ, è ÊÍÔ,
A∨q (B∧qC ∧ A) � íå ÄÍÔ è íå ÊÍÔ.

Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ÀÂ ñóùåñòâóåò ÄÍÔ (ÊÍÔ).

Äîêàçàòåëüñòâî (àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ÄÍÔ (ÊÍÔ)).
Ïóñòü Φ � ôîðìóëà ÀÂ. Èñïîëüçóÿ ëåììó î çàìåíå, òåîðåìû 1 è 2, íàéä¼ì

ÄÍÔ (ÊÍÔ) ôîðìóëû Φ.
1. Èçáàâèìñÿ îò èìïëèêàöèè:

Θ1 → Θ2 ≡ qΘ1 ∨Θ2.

2. Âíåñ¼ì îòðèöàíèå â ñêîáêè è èçáàâèìñÿ îò äâîéíîãî îòðèöàíèÿ, èñïîëü-
çóÿ çàêîíû äå Ìîðãàíà è çàêîí äâîéíîãî îòðèöàíèÿ:

q (Θ1 ∨Θ2) ≡ qΘ1∧qΘ2,

q (Θ1 ∧Θ2) ≡ qΘ1∨qΘ2,

qqΘ ≡ Θ.

3. Ðàñêðîåì ñêîáêè, èñïîëüçóÿ çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè è çàêîíû ïîãëî-
ùåíèÿ:

Θ1 ∧ (Θ2 ∨Θ3) ≡ (Θ1 ∧Θ2) ∨ (Θ1 ∧Θ3) ,

Θ1 ∨ (Θ2 ∧Θ3) ≡ (Θ1 ∨Θ2) ∧ (Θ1 ∨Θ3) ,

Θ1 ∧ (Θ1 ∨Θ2) ≡ Θ1,

Θ1 ∨ (Θ1 ∧Θ2) ≡ Θ1.

4. Èñïîëüçóÿ çàêîíû èäåìïîòåíòíîñòè è òåîðåìó 2, èçáàâèìñÿ îò ¾ëèøíèõ¿
ôîðìóë. �
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Ïðèâåä¼ì ê ÄÍÔ è ÊÍÔ ôîðìóëó (q (A→ B)→qC)→ A∧qC:

(q (A→ B)→qC)→ A∧qC ≡

≡ (q (qA ∨B)→qC)→ A∧qC ≡
≡qq (qA ∨B)∨qC → A∧qC ≡
≡q (qq (qA ∨B)∨qC) ∨ (A∧qC) ≡
≡q (qA ∨B∨qC) ∨ (A∧qC) ≡
≡ (qqA∧qB∧qqC) ∨ (A∧qC) ≡
≡ (A∧qB ∧ C) ∨ (A∧qC) .

Ïîëó÷èëè ÄÍÔ. Ïðîäîëæèì ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä ïîëó÷åííîé ÄÍÔ:

(A∧qB ∧ C) ∨ (A∧qC) ≡

≡ ((A∧qB ∧ C) ∨ A) ∧ ((A∧qB ∧ C)∨qC) ≡
≡ A ∧ ((A∧qB ∧ C)∨qC) ≡

≡ A ∧ ((A∨qC) ∧ (qB∨qC) ∧ (C∨qC)) ≡
≡ A ∧ (A∨qC) ∧ (qB∨qC) ∧ T ≡

≡ A ∧ (qB∨qC) .

Ïîëó÷èëè ÊÍÔ.
Î÷åâèäíî, ïîðÿäîê ïðåîáðàçîâàíèé ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì. Íàïðèìåð,

ìîæíî ñíà÷àëà âîñïîëüçîâàòüñÿ çàêîíîì ïîãëîùåíèÿ, à ïîòîì èçáàâèòüñÿ îò èì-
ïëèêàöèè. Òàêæå ìîæíî äåëàòü ñðàçó íåñêîëüêî ïðåîáðàçîâàíèé îäíîâðåìåííî.
Ãëàâíîå � íå çàïóòàòüñÿ â ñêîáêàõ ,.

Îïðåäåëåíèå. Ñîâåðøåííîé ÄÍÔ (ÑÄÍÔ) ôîðìóëû Φ(X1, . . . , Xn) íà-
çûâàåòñÿ ÄÍÔ Ψ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

� â Ψ íåò äâóõ îäèíàêîâûõ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé,
� íè îäíà ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ â Ψ íå ñîäåðæèò îäèíàêîâûõ ïåðå-

ìåííûõ è îòðèöàíèé îäèíàêîâûõ ïåðåìåííûõ,
� íè îäíà ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ â Ψ íå ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ âìåñòå

ñ å¼ îòðèöàíèåì,
� êàæäàÿ ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ â Ψ ñîäåðæèò ëèáî Xi, ëèáî qXi äëÿ

ëþáîãî i ∈ {1, . . . , n}.

Òåîðåìà 5. Äëÿ ëþáîé âûïîëíèìîé ôîðìóëû ÀÂ ñóùåñòâóåò ÑÄÍÔ.
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Äîêàçàòåëüñòâî (àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ÑÄÍÔ).
Ïóñòü Φ � âûïîëíèìàÿ ôîðìóëà ÀÂ. Ñîãëàñíî òåîðåìå 4 ñóùåñòâóåò ÄÍÔ

Ψ ôîðìóëû Φ.
1. Èñïîëüçóÿ çàêîíû èäåìïîòåíòíîñòè, èçáàâèìñÿ â Ψ îò îäèíàêîâûõ ýëå-

ìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé. Ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψ′. Ôîðìóëà Ψ′

óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó óñëîâèþ îïðåäåëåíèÿ ÑÄÍÔ.
2. Èñïîëüçóÿ çàêîíû èäåìïîòåíòíîñòè, èçáàâèìñÿ îò îäèíàêîâûõ ïåðåìåí-

íûõ è îò îäèíàêîâûõ îòðèöàíèé ïåðåìåííûõ â êàæäîé èç ýëåìåíòàðíîé êîíú-
þíêöèè Ψ′. Ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψ′′. Ôîðìóëà Ψ′′ óäîâëåòâî-
ðÿåò ïåðâûì äâóì óñëîâèÿì îïðåäåëåíèÿ ÑÄÍÔ.

3. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 2, èçáàâèìñÿ îò ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé Ψ′′, êî-
òîðûå ñîäåðæàò êàê ïåðåìåííóþ Xi, òàê è å¼ îòðèöàíèå qXi. Ïîëó÷åííóþ ôîð-
ìóëó îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψ′′′. Ôîðìóëà Ψ′′′ óäîâëåòâîðÿåò ïåðâûì òð¼ì óñëîâèÿì
îïðåäåëåíèÿ ÑÄÍÔ.

4. Åñëè â êàêîé-òî ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè ôîðìóëû Ψ′′′ îòñóòñòâóåò
ïåðåìåííàÿ Xi äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, . . . , n}, äîáàâèì ê íåé ÷åðåç êîíúþíê-
öèþ òîæäåñòâåííî èñòèííóþ ôîðìóëó Xi∨qXi. Çíà÷åíèå êîíúþíêöèè è âñåé
ôîðìóëû ïðè ýòîì íå èçìåíèòñÿ íè äëÿ êàêîãî íàáîðà çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ.
Ïðèìåíèì ê ýòîé ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòè, ðàçáèâ
å¼ íà äâå ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè, îäíà èç êîòîðûõ ñîäåðæèò Xi, à äðóãàÿ �
qXi. Ïðèíèìàÿ çà Ψ ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó, âíîâü ïðîäåëàåì øàãè 1�4.

Åñëè òàêîé ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè íåò, òî ôîðìóëà Ψ′′′ íàõîäèòñÿ â
ÑÄÍÔ. Àëãîðèòì çàêîí÷åí. �

Ïðîäîëæèì ïðåäûäóùèé ïðèìåð è ïðèâåä¼ì ôîðìóëó ê ÑÄÍÔ:

(q (A→ B)→qC)→ A∧qC ≡

≡ (A∧qB ∧ C) ∨ (A∧qC) ≡
≡ (A∧qB ∧ C) ∨ (A ∧ (B∨qB)∧qC) ≡

≡ (A∧qB ∧ C) ∨ (A ∧B∧qC) ∨ (A∧qB∧qC) .

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ÑÊÍÔ.
Îïðåäåëåíèå. Ñîâåðøåííîé ÊÍÔ (ÑÊÍÔ) ôîðìóëû Φ(X1, . . . , Xn) íà-

çûâàåòñÿ ÊÍÔ Ψ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
� â Ψ íåò äâóõ îäèíàêîâûõ ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé,
� íè îäíà ýëåìåíòàðíàÿ äèçúþíêöèÿ â Ψ íå ñîäåðæèò îäèíàêîâûõ ïåðå-

ìåííûõ è îòðèöàíèé îäèíàêîâûõ ïåðåìåííûõ,
� íè îäíà ýëåìåíòàðíàÿ äèçúþíêöèÿ â Ψ íå ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ âìåñòå

ñ å¼ îòðèöàíèåì,
� êàæäàÿ ýëåìåíòàðíàÿ äèçúþíêöèÿ â Ψ ñîäåðæèò ëèáî Xi, ëèáî qXi äëÿ

ëþáîãî i ∈ {1, . . . , n}.
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Òåîðåìà 6. Äëÿ ëþáîé îïðîâåðæèìîé ôîðìóëû ÀÂ ñóùåñòâóåò ÑÊÍÔ.

Äîêàçàòåëüñòâî (àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ÑÊÍÔ).
Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5 è ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷å-

ñòâå óïðàæíåíèÿ. �

Âåðí¼ìñÿ ê ïðèìåðó. Ïîñòðîèì ÑÊÍÔ ôîðìóëû, èñïîëüçóÿ óæå íàéäåííóþ
ÊÍÔ:

(q (A→ B)→qC)→ A∧qC ≡
≡ A ∧ (qB∨qC) ≡

≡ (A ∨ (B∧qB) ∨ (C∧qC)) ∧ ((A∧qA)∨qB∨qC) ≡
≡ (A ∨B ∨ C) ∧ (A∨qB ∨ C) ∧ (A ∨B∨qC)∧
∧(A∨qB∨qC) ∧ (A∨qB∨qC) ∧ (qA∨qB∨qC) ≡

≡ (A ∨B ∨ C) ∧ (A∨qB ∨ C) ∧ (A ∨B∨qC) ∧ (A∨qB∨qC) ∧ (qA∨qB∨qC) .

�7. Ëîãè÷åñêîå ñëåäñòâèå â ÀÂ

Îïðåäåëåíèå. Ôîðìóëà Φ(X1, . . . , Xn) íàçûâàåòñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâè-
åì ôîðìóë Ψ1(X1, . . . , Xn), . . . , Ψk(X1, . . . , Xn), åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà çíà÷å-
íèé ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ε̄ = 〈ε1, . . . , εn〉 ∈ {È, Ë}n

Ψ1(ε̄) = È, . . . , Ψk(ε̄) = È =⇒ Φ(ε̄) = È.

Ôîðìóëû Ψ1, . . . ,Ψk íàçûâàþòñÿ ãèïîòåçàìè.
Åñëè ôîðìóëà Φ ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì ôîðìóë Ψ1, . . . ,Ψk, òî

áóäåì ïèñàòü Ψ1, . . . ,Ψk � Φ.
Ïîêàæåì, ÷òî A, A → B, B → C � C. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A, A → B è

B → C ïðèíèìàþò çíà÷åíèå È. Òàê êàê A = È è A→ B = È, òî ïî îïðåäåëåíèþ
èìïëèêàöèè B = È. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî C = È.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî ôîðìóë {Ψ1, . . . ,Ψk} íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîðå-
÷èâûì, åñëè Ψ1 ∧ . . . ∧Ψk ≡ F .

Åñëè ìíîæåñòâî {Ψ1, . . . ,Ψk} ïðîòèâîðå÷èâî, òî áóäåì ïèñàòü Ψ1, . . . ,Ψk �.
Åñëè Φ � òàâòîëîãèÿ, òî áóäåì ïèñàòü � Φ.

Óïðàæíåíèå 3. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó ñèìâîë �, êîòîðûé ìû èñïîëüçóåì
äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ëîãè÷åñêîãî ñëåäñòâèÿ, óìåñòíî èñïîëüçîâàòü äëÿ çàïèñè òàâ-
òîëîãèé è ïðîòèâîðå÷èâûõ ìíîæåñòâ ôîðìóë.
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Òåîðåìà 7. Ïóñòü Ψ1, . . . ,Ψk,Φ � ôîðìóëû ÀÂ. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâè-
âàëåíòíû:

1. Ψ1, . . . ,Ψk � Φ.
2. Ψ1, . . . ,Ψk−1 � Ψk → Φ.
3. � Ψ1 → (Ψ2 → (. . .→ (Ψk → Φ) . . .)).
4. Ψ1 ∧ . . . ∧Ψk � Φ.
5. � Ψ1 ∧ . . . ∧Ψk → Φ.
6. Ψ1, . . . ,Ψk, qΦ �.
7. Ψ1 ∧ . . . ∧Ψk∧qΦ �.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàæåì 1 ⇒ 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð çíà÷åíèé ïå-

ðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â ôîðìóëó

Ψ1 → (Ψ2 → (. . .→ (Ψk → Φ) . . .)),

ïðè êîòîðîì îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå Ë. Ïî îïðåäåëåíèþ èìïëèêàöèÿ ëîæíà
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîñûëêà èñòèííà, à çàêëþ÷åíèå ëîæíî. Ñëåäîâà-
òåëüíî, íà ýòîì íàáîðå çíà÷åíèé

Ψ1 = È è Ψ2 → (. . .→ (Ψk → Φ) . . .) = Ë.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî

Ψ2 = È è Ψ3 → (. . .→ (Ψk → Φ) . . .) = Ë.

Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ äî êîíöà, ïîëó÷èì, ÷òî íà ýòîì íàáîðå çíà÷åíèé

Ψ1 = . . . = Ψk = È è Φ = Ë,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ Ψ1, . . . ,Ψk � Φ. Çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî
è Ψ1 → (Ψ2 → (. . .→ (Ψk → Φ) . . .)) � òîæäåñòâåííî èñòèííàÿ ôîðìóëà.

Äîêàæåì 4 ⇒ 6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð çíà÷åíèé ïå-
ðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â ôîðìóëó Ψ1 ∧ . . . ∧Ψk∧qΦ, ïðè êîòîðîì îíà ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå È. Òîãäà Ψ1 = . . . = Ψk =qΦ = È íà ýòîì íàáîðå. Ñëåäîâàòåëü-
íî, íà ýòîì íàáîðå Ψ1 = . . . = Ψk = È è Φ = Ë, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ
Ψ1∧ . . .∧Ψk � Φ. Çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è Ψ1∧ . . .∧Ψk∧qΦ ≡ F ,
ò.å. Ψ1, . . . ,Ψk, qΦ �. �

Äîìàøíåå çàäàíèå. Äîêàæèòå òåîðåìó 7.
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Âûÿñíèì, âåðíî ëè

qX∨qY, Y ∨qZ, Z → U, qU ∧X → Y � Z ∨X.

Âîñïîëüçóåìñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ óñëîâèé 1 è 7 òåîðåìû 7.

(qX∨qY ) ∧ (Y ∨qZ) ∧ (Z → U) ∧ (qU ∧X → Y )∧q(Z ∨X) ≡

≡ (qX∨qY ) ∧ (Y ∨qZ) ∧ (qZ ∨ U) ∧ (U∨qX ∨ Y ) ∧ qZ ∧ qX ≡

≡qZ∧qX 6≡ F .
Ñëåäîâàòåëüíî,

qX∨qY, Y ∨qZ, Z → U, qU ∧X → Y 2 Z ∨X.

�8. Ïîíÿòèå ðåçîëþòèâíîãî âûâîäà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Φ � X ∨ Θ1, Ψ �qX ∨ Θ2, ãäå X � ëîãè÷åñêàÿ
ïåðåìåííàÿ, Θ1, Θ2 � ýëåìåíòàðíûå äèçúþíêöèè. Ðåçîëüâåíòîé ôîðìóë Φ è Ψ
(îáîçíà÷åíèå: resX(Φ,Ψ)) íàçûâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ Θ1 ∨Θ2.

Çàìå÷àíèå. Âîîáùå ãîâîðÿ, Θ1 èëè (è) Θ2 â ôîðìóëàõ Φ è Ψ ìîãóò îòñóò-
ñòâîâàòü. Â ýòîì ñëó÷àå â îïðåäåëåíèè ðåçîëüâåíòû îòñóòñòâóåò Θ1 èëè (è) Θ2

ñîîòâåòñòâåííî. Â ñëó÷àå, êîãäà Φ� X è Ψ�qX, ïîä ðåçîëüâåíòîé ôîðìóë Φ
è Ψ áóäåì ïîíèìàòü òîæäåñòâåííî ëîæíóþ ôîðìóëó, êîòîðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç ∅ è íàçûâàòü ïóñòûì äèçúþíêòîì.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü Φ � X∨qY ∨ Z, Ψ � X ∨ Y ∨ U . Ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ, äëÿ ôîðìóë Φ è Ψ ìû íå ìîæåì íàéòè ðåçîëüâåíòó, òàê êàê ó íèõ
â íà÷àëå ñòîèò îäíà è òà æå ïåðåìåííàÿX (â îïðåäåëåíèè ðåçîëüâåíòû ôîðìóëû
äîëæíû íà÷èíàòüñÿ ñ X è qX). Íî ÷òî ìåøàåò ïåðåìåñòèòü íóæíûå íàì Y è
qY â íà÷àëî ôîðìóë Φ è Ψ? Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èì ôîðìóëû, êîòîðûå
èìåþò óæå äðóãîé âèä, îòëè÷íûé îò âèäà ôîðìóë Φ è Ψ, íî ðàâíîñèëüíûå
èì. Â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì çàäàâàòüñÿ ïîäîáíûìè âîïðîñàìè è ïðîâîäèòü
àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, à ñðàçó áóäåì ðàáîòàòü ñ ðàâíîñèëüíûìè äàííûì
ôîðìóëàìè. Òîãäà

resY (Φ,Ψ)� X ∨ Z ∨X ∨ U ≡ X ∨ Z ∨ U.

Ëåììà (ïðàâèëî ðåçîëþöèé). Ïóñòü Φ� X ∨Θ1, Ψ�qX ∨Θ2, ãäå X
� ëîãè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ, Θ1, Θ2 � ýëåìåíòàðíûå äèçúþíêöèè. Òîãäà

Φ,Ψ � resX(Φ,Ψ).
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì êîíúþíêöèþ Φ, Ψ è q resX(Φ,Ψ):

(X ∨Θ1) ∧ (qX ∨Θ2)∧q(Θ1 ∨Θ2) ≡

≡ (X ∨Θ1) ∧ (qX ∨Θ2)∧qΘ1∧qΘ2 ≡
≡ ((X ∨Θ1)∧qΘ1) ∧ ((qX ∨Θ2)∧qΘ2) ≡

≡ ((X∧qΘ1) ∨ (Θ1∧qΘ1)) ∧ ((qX∧qΘ2) ∨ (Θ2∧qΘ2)) ≡
≡ X∧qΘ1∧qX∧qΘ2 ≡ F .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 7 (7 ⇒ 1) Φ,Ψ � resX(Φ,Ψ). �

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë Ψ1, . . . ,Ψm íàçûâàåòñÿ ðåçî-
ëþòèâíûì âûâîäîì ôîðìóëû Φ èç ìíîæåñòâà {Φ1, . . . ,Φn} ýëåìåíòàðíûõ äèçú-
þíêöèé, åñëè Φ � Ψm è äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . ,m} âåðíî õîòÿ áû îäíî èç
ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

� Ψi ∈ {Φ1, . . . ,Φn};
� Ψi � resX(Ψj,Ψk) äëÿ íåêîòîðûõ j, k < i.
Íàïðèìåð, ïóñòü

Φ1 � X∨qY ∨ Z,
Φ2 �qX∨qY,
Φ3 � Y ∨ Z,
Φ4 �qZ.

Ïîñòðîèì ðåçîëþòèâíûé âûâîä Z èç ìíîæåñòâà ôîðìóë {Φ1, Φ2, Φ3, Φ4}:

Ψ1 � Φ1 � X∨qY ∨ Z,
Ψ2 � Φ2 �qX∨qY,
Ψ3 � resX(Ψ1,Ψ2)�qY ∨ Z,
Ψ4 � Φ4 �qZ,
Ψ5 � resZ(Ψ3,Ψ4)�qY,
Ψ6 � Φ3 � Y ∨ Z,
Ψ7 � resY (Ψ5,Ψ6)� Z.

Ψ1, . . . , Ψ7 � ðåçîëþòèâíûé âûâîä Z èç ìíîæåñòâà {Φ1, Φ2, Φ3, Φ4}.

�9. Ìåòîä ðåçîëþöèé â ÀÂ

Âîïðîñ î òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè ôîðìóëà ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì ìíîæåñòâà ôîð-
ìóë, íå âñåãäà ðåøàåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëå-
íèåì è ïîñòðîèòü òàáëèöó èñòèííîñòè äëÿ êàæäîé ôîðìóëû. Íî â ñëó÷àå, êîãäà
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êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â ýòè ôîðìóëû, èëè ñàìèõ ôîðìóë âåëèêî,
ïîñòðîåíèå òàáëèö èñòèííîñòè ìîæåò çàíÿòü ìíîãî âðåìåíè. Àíàëîãè÷íàÿ ïðî-
áëåìà âîçíèêàåò è ñ ïðèìåíåíèåì òåîðåìû 7. Åñòåñòâåííî, ëîãèêàìè áûëè ðàç-
ðàáîòàíû ðàçëè÷íûå ïðè¼ìû, ÷òîáû óïðîñòèòü ïîèñê îòâåòà íà ïîñòàâëåííûé
âîïðîñ. Îäíèì èç òàêèõ ïðè¼ìîâ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ðåçîëþöèé. Â îñíîâå ýòîãî ìå-
òîäà ëåæèò ïðàâèëî ðåçîëþöèé, êîòîðîå ìû äîêàçàëè â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå.
Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü àëãîðèòì, äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 8 (î ïîëíîòå ìåòîäà ðåçîëþöèé â ÀÂ). Ìíîæåñòâî ýëåìåí-
òàðíûõ äèçúþíêöèé ïðîòèâîðå÷èâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâó-
åò ðåçîëþòèâíûé âûâîä ∅ èç ýòîãî ìíîæåñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü

S = {Φ1, . . . ,Φn}

� ïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé,

S1 = S \ {Φ ∈ S | Φ ≡ T }.

Òîãäà S1 ïðîòèâîðå÷èâî (ïî÷åìó?). Î÷åâèäíî, ÷òî S1 ⊆ S. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
X1, . . . , Xk âñå ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå â ôîðìóëû èç S1. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî
ñëó÷àåâ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé X1.

Ñëó÷àé 1. X1 íå âõîäèò íè â îäíó èç ôîðìóë ìíîæåñòâà S1 ñ îòðèöàíèåì.
Ïóñòü

S2 = S1 \ {Φ ∈ S1 | X1 âõîäèò â Φ}.
S2 � ïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî ôîðìóë (ïî÷åìó?), S2 ⊆ S1.

Ñëó÷àé 2. X1 íå âõîäèò íè â îäíó èç ôîðìóë ìíîæåñòâà S1 áåç îòðèöàíèÿ.
Ïóñòü

S2 = S1 \ {Φ ∈ S1 |qX1 âõîäèò â Φ}.
S2 � ïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî ôîðìóë (ïî÷åìó?), S2 ⊆ S1.

Ñëó÷àé 3. Â S1 íàéäóòñÿ ôîðìóëû, ñîäåðæàùèå X1 áåç îòðèöàíèÿ, è ôîð-
ìóëû, ñîäåðæàùèå qX1. Ïóñòü

S2 = (S1 \ {Φ ∈ S1 | X1 èëè qX1 âõîäèò â Φ}) ∪ {resX1
(Ψ,Θ) | Ψ,Θ ∈ S1}.

Ïîêàæåì, ÷òî S2 � ïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî ôîðìóë. Òàê êàê S1 � ïðîòèâî-
ðå÷èâîå ìíîæåñòâî, òî ∧

Φ∈S1

Φ(ε̄) = Ë
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äëÿ ëþáîãî ε̄ ∈ {È, Ë}k. Ñëåäîâàòåëüíî,∧
Φ∈S1∩S2

Φ(ε̄′) ∧
∧

Φ∈S1\S2

Φ(ε̄) = Ë

äëÿ ëþáîãî ε̄ = 〈ε1, ε2, . . . , εk〉 ∈ {È, Ë}k, ε̄′ = 〈ε2, . . . , εk〉.
1) Åñëè ∧

Φ∈S1∩S2

Φ(ε̄′) = Ë

äëÿ ëþáîãî ε̄′ ∈ {È, Ë}k−1, òî ∧
Φ∈S2

Φ(ε̄′) = Ë

äëÿ ëþáîãî ε̄′ ∈ {È, Ë}k−1 è S2 � ïðîòèâîðå÷èâî.
2) Ïóñòü ∧

Φ∈S1∩S2

Φ(ε̄′) = È

äëÿ íåêîòîðîãî ε̄′ = 〈ε2, . . . , εk〉 ∈ {È, Ë}k−1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε1 ∈ {È, Ë}∧
Φ∈S1\S2

Φ(ε̄) = Ë,

ãäå ε̄ = 〈ε1, ε2, . . . , εk〉.
• Ïóñòü ε1 = È. Òîãäà ∧

Φ∈S1\S2

Φ ñîäåðæèò qX1

Φ(ε̄) = Ë,

ãäå ε̄ = 〈È, ε2, . . . , εk〉. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ôîðìóëà

Φ�qX1 ∨ Φ′(X2, . . . , Xn) ∈ S1 \ S2,

ïðè÷¼ì Φ′(ε̄′) = Ë.
• Ïóñòü ε1 = Ë. Òîãäà àíàëîãè÷íî ñóùåñòâóåò ôîðìóëà

Ψ� X1 ∨Ψ′(X2, . . . , Xn) ∈ S1 \ S2,

ïðè÷¼ì Ψ′(ε̄′) = Ë.
Ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà S2, ôîðìóëà

Θ� resX1
(Φ,Ψ)� Φ′ ∨Ψ′
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ïðèíàäëåæèò S2. Òàê êàê

Θ(ε̄′) = Φ′(ε̄′) ∨Ψ′(ε̄′) = Ë,

òî ∧
Φ∈S2

Φ(ε̄′) = Ë

äëÿ ëþáîãî ε̄′ ∈ {È, Ë}k−1 è S2 � ïðîòèâîðå÷èâî.
Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîì èç ñëó÷àåâ 1�3 ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èâîå

ìíîæåñòâî S2, âñå ôîðìóëû êîòîðîãî íå ñîäåðæàò íè X1, íè qX1. Ïðèìåíèâ
ê íîâîìó ìíîæåñòâó S2 òó æå ïðîöåäóðó îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé X2, ìû ïî-
ëó÷èì ïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî S3, âñå ôîðìóëû êîòîðîãî íå ñîäåðæàò X1,
qX1, X2 è qX2. Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ, ìû ïîëó÷èì ìíîæåñòâî Sk,
âñå ôîðìóëû êîòîðîãî íå çàâèñÿò íè îò îäíîé èç ïåðåìåííûõ X1, . . . , Xk, ò.å.
Sk = {∅}. Î÷åâèäíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë

S1, S2 \ S1, S3 \ (S1 ∪ S2), . . . , Sk−1 \
⋃

i<k−1

Si

ÿâëÿåòñÿ ðåçîëþòèâíûì âûâîäîì ∅ èç ìíîæåñòâà S.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü Ψ1, . . . ,Ψm � ðåçîëþòèâíûé âûâîä ôîðìóëû Ψm

èç ìíîæåñòâà ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé {Φ1, . . . ,Φn}, Ψm � ∅. Èíäóêöèåé ïî
i ïîêàæåì, ÷òî Φ1, . . . ,Φn � Ψi.

1. Ïî îïðåäåëåíèþ ðåçîëþòèâíîãî âûâîäà Ψ1 ∈ {Φ1, . . . ,Φn}. Ñëåäîâàòåëü-
íî, Φ1, . . . ,Φn � Ψ1, òî åñòü óòâåðæäåíèå âåðíî ïðè i = 1.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ j < i.
1) Åñëè Ψi ∈ {Φ1, . . . ,Φn}, òî Φ1, . . . ,Φn � Ψi.
2) Åñëè Ψi � res (Ψj,Ψk) äëÿ íåêîòîðûõ j, k < i, òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ

èíäóêöèè Φ1, . . . ,Φn � Ψj è Φ1, . . . ,Φn � Ψk. Ñîãëàñíî ïðàâèëó ðåçîëþöèé
Ψj,Ψk � Ψi. Ñëåäîâàòåëüíî, Φ1, . . . ,Φn � Ψi.

Òàêèì îáðàçîì, Φ1, . . . ,Φn � Ψi äëÿ ëþáîãî i 6 m.
Åñëè Ψm ∈ {Φ1, . . . ,Φn}, òî {Φ1, . . . ,Φn} � ïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ψm /∈ {Φ1, . . . ,Φn}. Òîãäà Ψm � resX(Ψj,Ψk) äëÿ íåêîòî-
ðûõ j, k < m è ïåðåìåííîé X. Ñëåäîâàòåëüíî, Ψj � X è Ψk �qX. Ïî äîêà-
çàííîìó ðàíåå, Φ1, . . . ,Φn � X è Φ1, . . . ,Φn �qX. Ñëåäîâàòåëüíî, {Φ1, . . . ,Φn}
� ïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî. �

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ðåçîëþòèâíîãî âûâîäà ìû íå ìîæåì ðàáîòàòü ñ ïðî-
èçâîëüíûìè ôîðìóëàìè Φ1, . . . ,Φn,Ψ, òàê êàê ðåçîëüâåíòû îïðåäåëåíû òîëüêî
äëÿ ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé. Ïîýòîìó ìû äîëæíû ¾ïîäãîòîâèòü¿ ôîðìóëû
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Φ1, . . . ,Φn,Ψ äëÿ äàëüíåéøåé ðàáîòû. Â îñíîâå ìåòîäà ðåçîëþöèé ëåæèò ñëå-
äóþùàÿ ñõåìà ðàññóæäåíèé:

Φ1, . . . ,Φn � Ψ⇐⇒ Φ1 ∧ . . . ∧ Φn∧qΨ �⇐⇒ Φ1 ∧ . . . ∧ Φn∧qΨ ≡ F ⇐⇒

⇐⇒ ÊÍÔ(Φ1 ∧ . . . ∧ Φn∧qΨ) ≡ F ⇐⇒ ÊÍÔ(Φ1 ∧ . . . ∧ Φn∧qΨ) �⇐⇒
⇐⇒ Θ1, . . . ,Θk �⇐⇒ ñóùåñòâóåò ðåçîëþòèâíûé âûâîä ∅ èç {Θ1, . . . ,Θk},

ãäå Θ1, . . . ,Θk � ýëåìåíòàðíûå äèçúþíêöèè, îáðàçóþùèå ÊÍÔ(Φ1∧. . .∧Φn∧qΨ).
Óïðàæíåíèå 4. Îáúÿñíèòå êàæäûé ïåðåõîä â ïðèâåä¼ííîé âûøå ñõåìå

ðàññóæäåíèé.
Ìåòîä ðåçîëþöèé â ÀÂ. Ïðîâåðèì, ÷òî Φ1, . . . ,Φn � Ψ.
1. Ïåðåêèíåì ôîðìóëó Ψ çà çíàê ëîãè÷åñêîãî ñëåäñòâèÿ âëåâî. Òàêèì îá-

ðàçîì ìû ñâåëè çàäà÷ó ê ïðîâåðêå òîãî, ÷òî Φ1, . . . ,Φn, qΨ �.
2. Ïðèâåä¼ì êàæäóþ èç ôîðìóë Φ1, . . . ,Φn, qΨ ê ÊÍÔ.
3. Ðàçîáü¼ì êàæäóþ èç ïîëó÷åííûõ ÊÍÔ íà ýëåìåíòàðíûå äèçúþíêöèè.
4. Ïîïðîáóåì ïîñòðîèòü ðåçîëþòèâíûé âûâîä ∅ èç ïîëó÷åííîãî ìíîæåñòâà

ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé. Åñëè åãî óäàëîñü ïîñòðîèòü, òî Φ1, . . . ,Φn � Ψ. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû íå ìîæåì áûòü óâåðåííûìè â òîì, ÷òî Φ1, . . . ,Φn 2 Ψ
(âîçìîæíî, ìû íå âèäèì, êàêèå ôîðìóëû íóæíî ¾ñêëåèâàòü¿). Äëÿ òîãî, ÷òîáû
ïîâûñèòü íàøó óâåðåííîñòü â ýòîé ñèòóàöèè, èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå ìåòîäû, ñ
îäíèì èç êîòîðûõ ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ðåøèì çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðåçîëþöèé.
Íà ñêëàäå ñîâåðøåíî õèùåíèå. Ïîäîçðåíèå ïàëî íà òðîèõ ÷åëîâåê: Áðà-

óíà, Äæîíñîíà è Ñìèòà. Îíè áûëè äîñòàâëåíû äëÿ äîïðîñà, â ðåçóëüòàòå
êîòîðîãî áûëî óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå:

1) Íèêòî, êðîìå Äæîíñîíà, Áðàóíà è Ñìèòà, íå áûë çàìåøàí â äåëå.
2) Áðàóí íèêîãäà íå õîäèò íà äåëî áåç, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíîãî ñîó÷àñò-

íèêà.
3) Ñìèò íå âèíîâåí.
Âèíîâåí ëè Äæîíñîí?
Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøèòü ýòó çàäà÷ó ñðåäñòâàìè àëãåáðû âûñêàçûâàíèé, êàæ-

äîå èç äàííûõ âûñêàçûâàíèé íåîáõîäèìî ïåðåâåñòè íà ÿçûê ìàòåìàòè÷åñêîé ëî-
ãèêè (èíîãäà ãîâîðÿò ôîðìàëèçîâàòü). Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ýëåìåíòàðíûõ
âûñêàçûâàíèé:

D � âèíîâåí Äæîíñîí,
B � âèíîâåí Áðàóí,
S � âèíîâåí Ñìèò.
Òîãäà óñòàíîâëåííûå â ðåçóëüòàòå äîïðîñà ôàêòû ìîæíî ôîðìàëèçîâàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Φ1 � D ∨B ∨ S,
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Φ2 � B → D ∨ S,
Φ3 �qS.
Âûÿñíèì, âåðíî ëè, ÷òî

D ∨B ∨ S, B → D ∨ S, qS � D.

1. Ñâåä¼ì çàäà÷ó ê ïðîâåðêå òîãî, ÷òî

D ∨B ∨ S, B → D ∨ S, qS, qD � .

2. Ïðèâåä¼ì êàæäóþ èç ðàññìàòðèâàåìûõ ôîðìóë ê ÊÍÔ:

D ∨B ∨ S, qB ∨D ∨ S, qS, qD � .

3. Êàæäàÿ èç çàïèñàííûõ ôîðìóë ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé äèçúþíêöèåé.
Ìîæåì èñêàòü ðåçîëþòèâíûé âûâîä ∅.

4. Ñòðîèì ðåçîëþòèâíûé âûâîä:
Ψ1 � D ∨B ∨ S,
Ψ2 �qB ∨D ∨ S,
Ψ3 �qS,
Ψ4 �qD,
Ψ5 � resB(Ψ1,Ψ2) ≡ D ∨ S,
Ψ6 � resS(Ψ3,Ψ5)� D,
Ψ7 � resD(Ψ4,Ψ6)� ∅.
Ñëåäîâàòåëüíî, Äæîíñîí âèíîâåí. À âèíîâåí ëè Áðàóí?
Êàê Âû íàâåðíÿêà çàìåòèëè, ìåòîä ðåçîëþöèé ïîçâîëÿåò ðåøèòü âîïðîñ

î ëîãè÷åñêîì ñëåäñòâèè ôîðìóë áåç ïðîâåðêè èñòèííîñòè ôîðìóë, òî åñòü áåç
ïîñòðîåíèÿ òàáëèö èñòèííîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ìåòîä áîëåå óäîáåí äëÿ
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ íà ÝÂÌ, òàê êàê çàíèìàåò ìåíüøå ïàìÿòè
è âðåìåíè.

�10. Ñòðàòåãèÿ âû÷¼ðêèâàíèÿ

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû äîêàçàëè óíèâåðñàëüíîñòü ìåòîäà ðåçîëþ-
öèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ëîãè÷åñêîì ñëåäñòâèè ôîðìóë. Î÷åâèäíî, ýòîò ìåòîä
ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïðîòèâîðå÷èâîñòè ìíîæåñòâà ôîðìóë.
Ìåòîä ðåçîëþöèé áîëåå ýôôåêòèâåí ìíîãèõ äðóãèõ ìåòîäîâ. Îäíàêî íåîãðàíè-
÷åííîå ïðèìåíåíèå ïðàâèëà ðåçîëþöèé ìîæåò âûçâàòü ïîðîæäåíèå îãðîìíîãî
êîëè÷åñòâà íå îòíîñÿùèõñÿ ê äåëó äèçúþíêöèé. Íàïðèìåð, óæå ïîëó÷åííûõ
ðàíåå ôîðìóë, òîæäåñòâåííî èñòèííûõ ôîðìóë, ôîðìóë, êîòîðûå ïîòîì íåëüçÿ
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áóäåò ñêëåèòü ñ äðóãèìè ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ êîëè÷åñòâà âõîäÿùèõ â íèõ ïå-
ðåìåííûõ. Ñòðàòåãèÿ âû÷¼ðêèâàíèÿ îñíîâàíà íà òð¼õ ïðàâèëàõ, êîòîðûå ìû
íåîñîçíàííî ñôîðìóëèðîâàëè ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î ïîëíîòå ìåòîäà ðå-
çîëþöèé (íåîáõîäèìîñòü).

Ïðàâèëî 1. Ïóñòü S � ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé, S ′ ïîëó÷àåòñÿ
èç S âû÷¼ðêèâàíèåì âñåõ òîæäåñòâåííî èñòèííûõ ôîðìóë.

1) Åñëè S ′ = ∅, òî S íåïðîòèâîðå÷èâî.
2) Åñëè S ′ 6= ∅, òî S ïðîòèâîðå÷èâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S ′ ïðîòè-

âîðå÷èâî.
Ïðàâèëî 2. Ïóñòü S � ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé, ïåðåìåííàÿ

X íå âõîäèò íè â îäíó èç ôîðìóë ìíîæåñòâà S ñ îòðèöàíèåì, S ′ ïîëó÷àåòñÿ èç
S âû÷¼ðêèâàíèåì âñåõ ôîðìóë, ñîäåðæàùèõ X.

1) Åñëè S ′ = ∅, òî S íåïðîòèâîðå÷èâî.
2) Åñëè S ′ 6= ∅, òî S ïðîòèâîðå÷èâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S ′ ïðîòè-

âîðå÷èâî.
Ïðàâèëî 3. Ïóñòü S � ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé, ïåðåìåííàÿ

X íå âõîäèò íè â îäíó èç ôîðìóë ìíîæåñòâà S áåç îòðèöàíèÿ, S ′ ïîëó÷àåòñÿ èç
S âû÷¼ðêèâàíèåì âñåõ ôîðìóë, ñîäåðæàùèõ qX.

1) Åñëè S ′ = ∅, òî S íåïðîòèâîðå÷èâî.
2) Åñëè S ′ 6= ∅, òî S ïðîòèâîðå÷èâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S ′ ïðîòè-

âîðå÷èâî.
Âåðí¼ìñÿ ê ïðèìåðó èç �7. Ïðîâåðèì, âåðíî ëè

qX∨qY, Y ∨qZ, Z → U, qU ∧X → Y � Z ∨X,

ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðåçîëþöèé.
1. qX∨qY, Y ∨qZ, Z → U, qU ∧X → Y, q(Z ∨X) � ?
2. qX∨qY, Y ∨qZ, qZ ∨ U, U∨qX ∨ Y, qZ∧qX � ?
3. qX∨qY, Y ∨qZ, qZ ∨ U, U∨qX ∨ Y, qZ, qX � ?
4. Çàïèøåì ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ñïèñêîì:
Ψ1 �qX∨qY ,
Ψ2 � Y ∨qZ,
Ψ3 �qZ ∨ U ,
Ψ4 � U∨qX ∨ Y ,
Ψ5 �qZ,
Ψ6 �qX.
Çàìåòèì, ÷òî íè îäíà èç ôîðìóë Ψ1, . . . ,Ψ6 íå ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ X áåç

îòðèöàíèÿ. Âû÷åðêíåì ôîðìóëû, ñîäåðæàùèå qX:
Ψ2 � Y ∨qZ,
Ψ3 �qZ ∨ U ,
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Ψ5 �qZ.
Òàê êàê îñòàâøèåñÿ ôîðìóëû ñîäåðæàò ïåðåìåííóþ Z òîëüêî ñ îòðèöàíèåì,

òî ïîñëå âû÷¼ðêèâàíèÿ ïîëó÷èì ïóñòîå ìíîæåñòâî ôîðìóë.
Ñîãëàñíî ïðàâèëàì 2 è 3

qX∨qY, Y ∨qZ, Z → U, qU ∧X → Y, q(Z ∨X) 2 .

Ñëåäîâàòåëüíî,

qX∨qY, Y ∨qZ, Z → U, qU ∧X → Y 2 Z ∨X.

Óïðàæíåíèå 5. Ïðîâåðüòå, âèíîâåí ëè Áðàóí â ïðèìåðå èç �9, èñïîëüçóÿ
ìåòîä ðåçîëþöèé è ñòðàòåãèþ âû÷¼ðêèâàíèÿ.
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