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ÃËÀÂÀ III

ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ ÂÛÑÊÀÇÛÂÀÍÈÉ

�1. Ïîíÿòèå ôîðìàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàíî èñ÷èñëåíèå I, åñëè âûïîëíÿ-
þòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

I. Èìååòñÿ íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ A, êîòîðîå ìû áóäåì
íàçûâàòü àëôàâèòîì èñ÷èñëåíèÿ I.

Êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ àëôàâèòà íàçûâàþòñÿ ñëîâàìè èëè
âûðàæåíèÿìè èñ÷èñëåíèÿ I. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ èñ÷èñëå-
íèÿ I.

II. Îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî F ⊆ S, ýëåìåíòû êîòîðîãî áóäåì íàçûâàòü ôîð-
ìóëàìè èñ÷èñëåíèÿ I.

III. Îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî Ax ⊆ F , ýëåìåíòû êîòîðîãî áóäåì íàçûâàòü
àêñèîìàìè èñ÷èñëåíèÿ I.

IV. Îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî îòíîøåíèé ìåæäó ôîðìóëàìè R, ýëåìåíòû êî-
òîðîãî áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëàìè âûâîäà èñ÷èñëåíèÿ I.

Íàïðèìåð, ïóñòü A = {a, b}; ôîðìóëàìè ÿâëÿþòñÿ âñå ñëîâà àëôàâèòà A,
ñîñòîÿùèå èç áîëåå ÷åì îäíîãî ñèìâîëà; àêñèîìàìè áóäóò ôîðìóëû, íà÷èíàþ-
ùèåñÿ ñ ñèìâîëà a è ñîñòîÿùèå èç áîëåå ÷åì äâóõ ñèìâîëîâ; ïðàâèëî âûâîäà
ρ îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: ôîðìóëà Ψ âûâîäèòñÿ èç ìíîæåñòâà ôîðìóë
Γ ïî ïðàâèëó ρ, åñëè Ψ ïîëó÷àåòñÿ èç íåêîòîðûõ Φ1,Φ2 ∈ Γ ïðèïèñûâàíèåì
ôîðìóëû Φ2 â êîíåö ôîðìóëû Φ1.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë Ψ1, . . . ,Ψm ∈ F èñ÷èñëåíèÿ I
íàçûâàåòñÿ âûâîäîì ôîðìóëû Φ èç ìíîæåñòâà ôîðìóë {Φ1, . . . ,Φn} èñ÷èñëåíèÿ
I, åñëè Ψm � Φ è äëÿ ëþáîãî i 6 m âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ
óñëîâèé:

1) Ψi ∈ {Φ1, . . . ,Φn},
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2) Ψi ∈ Ax,
3) Ψi ïîëó÷àåòñÿ èç {Ψ1, . . . ,Ψi−1} ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà âûâîäà.
Åñëè äëÿ ôîðìóëû Φ èñ÷èñëåíèÿ I ñóùåñòâóåò âûâîä èç ìíîæåñòâà ôîðìóë

{Φ1, . . . ,Φn} èñ÷èñëåíèÿ I, òî Φ íàçûâàåòñÿ âûâîäèìîé èç {Φ1, . . . ,Φn} â I.
Ôîðìóëû Φ1, . . . ,Φn ïðè ýòîì íàçûâàþòñÿ ãèïîòåçàìè. Åñëè ìíîæåñòâî ãèïîòåç
ïóñòî, òî Φ íàçûâàåòñÿ äîêàçóåìîé â I (èëè òåîðåìîé I).

Òîò ôàêò, ÷òî Φ âûâîäèìà èç ìíîæåñòâà {Φ1, . . . ,Φn} â èñ÷èñëåíèè I, áóäåì
çàïèñûâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: Φ1, . . . ,Φn `I Φ.

Â ïðèâåä¼ííîì âûøå ïðèìåðå ôîðìóëà baaba âûâîäèìà èç ìíîæåñòâà {ba}:
Ψ1 � ba,
Ψ2 � aba,
Ψ3 � baaba.
Âîïðîñ î òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè êàêàÿ-òî ôîðìóëà âûâîäèìîé èç ìíîæåñòâà ôîð-

ìóë, ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì âîïðîñîì ëþáîãî èñ÷èñëåíèÿ. Èìåííî ýòîìó âîïðî-
ñó áóäóò ïîñâÿùåíû íàøè ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ ïî ýòîé òåìå.

Ïðàâèëà âûâîäà èñ÷èñëåíèÿ I ñõåìàòè÷íî áóäåì çàïèñûâàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Φ1, . . . , Φn

Φ
,

ãäå Φ1, . . . ,Φn,Φ � ôîðìóëû èñ÷èñëåíèÿ I. Òàêàÿ çàïèñü îçíà÷àåò, ÷òî ñ ïîìî-
ùüþ ýòîãî ïðàâèëà Φ ïîëó÷àåòñÿ èç Φ1, . . . ,Φn.

Î÷åâèäíî, â ñëó÷àå, êîãäà âûâîä ñîñòîèò èç áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ôîðìóë,
ïîíÿòü, îòêóäà êàêàÿ ôîðìóëà ïîëó÷èëàñü, íå âñåãäà ïðîñòî. Äëÿ ýòîãî áóäåì
çàïèñûâàòü âûâîä ôîðìóëû, ðóêîâîäñòâóÿñü ïðàâèëàìè:

1. Íå áóäåì ¾íàçûâàòü¿ ôîðìóëû è ïèñàòü Ψ1 � . . . Âìåñòî ýòîãî áóäåì
çàïèñûâàòü òîëüêî ôîðìóëû â ïðîíóìåðîâàííûé ñïèñîê.

2. Ñðàçó ïîñëå íîìåðà ôîðìóëû áóäåì çàïèñûâàòü â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ
ïðèìå÷àíèå, óêàçûâàþùåå íà ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ýòîé ôîðìóëû. Äëÿ çàïèñè ïðè-
ìå÷àíèé áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ñîêðàùåíèÿ:

� ãèï � ãèïîòåçà,
� An � àêñèîìà ñ íîìåðîì n,
� ñâ. n (íîìåðà ôîðìóë) � ñâîéñòâî (ñôîðìóëèðîâàííîå íàìè â ïîñëåäóþ-

ùèõ ïàðàãðàôàõ óòâåðæäåíèå) ñ íîìåðîì n, êîòîðîå ïðèìåíèëè ê ôîðìóëàì ñ
íîìåðàìè èç ( ),

� ÏÂn � ïðàâèëî âûâîäà ñ íîìåðîì n.
3. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ âûâîäà ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðàâèë âûâîäà íåîáõî-

äèìî ó÷èòûâàòü âñå ïðåäûäóùèå ôîðìóëû. Îäíàêî äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâîé ôîð-
ìóëû ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî òîëüêî íåñêîëüêî èç íèõ. Íàïðèìåð, ïðàâèëî âû-
âîäà èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà â íàøåé çàïèñè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ è ëþáûõ ôîðìóë Φ1, Φ2 èñ÷èñëåíèÿ I

Γ, Φ1, Φ2

Φ1Φ2
.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû ïîä ÷åðòîé èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ôîðìóëû Φ1 è Φ2

íàä ÷åðòîé, õîòÿ ìíîæåñòâî Γ ìîæåò ñîñòîÿòü èç áîëüøîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë.
Íå ñìîòðÿ íà òî, ÷òî â âûâîäå ó÷àñòâóåò òîëüêî ÷àñòü ýòèõ ôîðìóë, èñêàòü
íóæíûå Φ1 è Φ2 íå òàê ïðîñòî. Ïîýòîìó â êîììåíòàðèÿõ ïîñëå ÏÂn â ñêîáêàõ
áóäåì óêàçûâàòü íîìåðà ôîðìóë, êîòîðûå ìû èñïîëüçóåì äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâîé
ôîðìóëû.

4. Â ñëó÷àå çàìåí êàêèõ-ëèáî ýëåìåíòîâ àêñèîì è ñâîéñòâ áóäåì çàïèñû-
âàòü âåðõíèì èíäåêñîì çàìåíÿåìûé ýëåìåíò, íèæå ñîîòâåòñòâóþùèì íèæíèì
èíäåêñîì � ýëåìåíò, íà êîòîðûé çàìåíÿåì.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì óêàçàííûå çàìå÷àíèÿ íà ðàññìîòðåííîì âûøå ïðèìåðå.
Äëÿ ýòîãî îïèøåì àêñèîìû è ïðàâèëà âûâîäà áîëåå ñòðîãî.

A1� aΦ äëÿ ëþáîé ôîðìóëû Φ èñ÷èñëåíèÿ I. Ôàêòè÷åñêè çäåñü ìû óêàçà-
ëè íå ñàìó àêñèîìó, à òîëüêî ñõåìó. Ïðè ïîäñòàíîâêå âìåñòî Φ ëþáîé ôîðìóëû
èñ÷èñëåíèÿ I ìû ïîëó÷èì àêñèîìó èñ÷èñëåíèÿ I.

ÏÂ1: äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ èñ÷èñëåíèÿ I è ëþáûõ ôîðìóë Φ1,
Φ2 èñ÷èñëåíèÿ I

Γ, Φ1, Φ2

Φ1Φ2
.

Çàïèøåì âûâîä ôîðìóëû baaba èç ìíîæåñòâà {ba}, ðóêîâîäñòâóÿñü íàøèìè
ïðàâèëàìè:

1. [ãèï] ba.
2. [A1] Φ

ba aba.
3. [ÏÂ1 (1, 2)] baaba.

�2. Îïðåäåëåíèå èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé

I. Àëôàâèò ÈÂ:
1) ïðîïèñíûå áóêâû ëàòèíñêîãî àëôàâèòà (âîçìîæíî ñ èíäåêñàìè), êîòîðûå

áóäåì íàçûâàòü ïðîïîçèöèîíàëüíûìè ïåðåìåííûìè: A,B,C, . . ., A1, A2, . . .,
2) ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè: q,∨,∧,→,
3) ( , ).
II. Ôîðìóëû ÈÂ îïðåäåëèì èíäóêòèâíûì ñïîñîáîì:
1) ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ � ôîðìóëà ÈÂ,
2) åñëè Φ,Ψ � ôîðìóëû ÈÂ, òî (Φ∧Ψ), (Φ∨Ψ), (Φ→ Ψ), qΦ � ôîðìóëû

ÈÂ.
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Ôîðìóëû èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé ÿâëÿþòñÿ âñåãî ëèøü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòÿìè ñèìâîëîâ. Îíè íå íàäåëåíû êàêèì-ëèáî ñìûñëîì, íå ïðèíèìàþò íèêà-
êèõ çíà÷åíèé. Ôîðìóëû ÈÂ íå åñòü ôîðìóëû ÀÂ, íåñìîòðÿ íà èõ î÷åâèäíóþ
ñõîæåñòü. Òåì íå ìåíåå, ÷òîáû íå ïóòàòüñÿ â ñêîáêàõ, áóäåì îïóñêàòü èõ òàê,
êàê ìû äåëàëè ýòî â ôîðìóëàõ ÀÂ. Íàïðèìåð, ôîðìóëó ((A ∧ B) → C) áóäåì
çàïèñûâàòü êàê A ∧B → C.

III. Äëÿ ëþáûõ ôîðìóë ÈÂ Φ,Ψ,Θ ñëåäóþùèå ôîðìóëû áóäåì ñ÷èòàòü
àêñèîìàìè ÈÂ:

A1. Φ→ (Ψ→ Φ).
A2.

(
Φ→ Ψ

)
→

(
(Φ→ (Ψ→ Θ))→ (Φ→ Θ)

)
.

A3. Φ ∧Ψ→ Φ.
A4. Φ ∧Ψ→ Ψ.
A5.

(
Φ→ Ψ

)
→

(
(Φ→ Θ)→ (Φ→ Ψ ∧Θ)

)
.

A6. Φ→ Φ ∨Ψ.
A7. Ψ→ Φ ∨Ψ.
A8.

(
Φ→ Θ

)
→

(
(Ψ→ Θ)→ (Φ ∨Ψ→ Θ)

)
.

A9.
(
Φ→ Ψ

)
→

(
(Φ→qΨ)→qΦ

)
.

A10. qqΦ→ Φ.
IV. Åäèíñòâåííûì ïðàâèëîì âûâîäà ÈÂ ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëî çàêëþ÷åíèÿ:

Γ, Φ, Φ→ Ψ

Ψ
,

ãäå Γ � ìíîæåñòâî ôîðìóë ÈÂ, Φ, Ψ � ôîðìóëû ÈÂ. Ïðàâèëî çàêëþ÷åíèÿ
áîëüøå èçâåñòíî ïîä åãî ëàòèíñêèì íàçâàíèåì � modus ponens, â ñâÿçè ñ ÷åì â
âûâîäå âìåñòî ÏÂ áóäåì ïèñàòü MP.

Åñòåñòâåííûìè êàæóòñÿ âîïðîñû:
� Ïî÷åìó àêñèîìû è ïðàâèëà âûâîäà äëÿ ÈÂ âûáðàíû èìåííî òàêèì îá-

ðàçîì?
� ×òî áóäåò, åñëè óáðàòü îäíó àêñèîìó?
� Äëÿ êàæäîé ëè ôîðìóëû ÈÂ ìîæíî îäíîçíà÷íî ñêàçàòü, äîêàçóåìà îíà

èëè íåò?
Ìû âåðí¼ìñÿ ê ýòèì âîïðîñàì ÷óòü ïîçæå. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî åñòü íåñêîëü-

êî îïðåäåëåíèé èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé. Âñå ýòè îïðåäåëåíèÿ îòëè÷àþòñÿ íà-
áîðîì àêñèîì. Ôîðìàëüíî îíè ðàçíûå, íî ñîäåðæàòåëüíî îíè î÷åíü ïîõîæè äðóã
íà äðóãà.

Âñþäó äàëüøå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ïîä ôîðìóëàìè áóäåì ïîíè-
ìàòü ôîðìóëû èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé. Òàêæå ñèìâîëàìè Φ, Ψ, Θ (âîçìîæ-
íî ñ èíäåêñàìè) áóäåì îáîçíà÷àòü ôîðìóëû èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé. Âìåñòî
` ÈÂ áóäåì ïèñàòü ïðîñòî `.
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Ñâîéñòâî 1. ` Φ→ Φ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1. [A2] Ψ Θ

Φ→Φ Φ

(
Φ→ (Φ→ Φ)

)
→

((
Φ→ ((Φ→ Φ)→ Φ)

)
→

(
Φ→ Φ

))
.

2. [A1] Ψ
Φ Φ→ (Φ→ Φ).

3. [MP (2, 1)]
(
Φ→ ((Φ→ Φ)→ Φ)

)
→

(
Φ→ Φ

)
.

4. [A1] Ψ
Φ→Φ Φ→ ((Φ→ Φ)→ Φ).

5. [MP (4, 3)] Φ→ Φ. �

Ñâîéñòâî 2. Φ,Ψ ` Φ ∧Ψ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1. [ãèï] Φ.
2. [ãèï] Ψ.
3. [A5] Ψ Θ

Φ Ψ (Φ→ Φ)→ ((Φ→ Ψ)→ (Φ→ Φ ∧Ψ)).
4. [ñâ. 1] Φ→ Φ.
5. [MP (4, 3)] (Φ→ Ψ)→ (Φ→ Φ ∧Ψ).
6. [A1] Φ Ψ

Ψ Φ Ψ→ (Φ→ Ψ).
7. [MP (2, 6)] Φ→ Ψ.
8. [MP (7, 5)] Φ→ Φ ∧Ψ.
9. [MP (1, 8)] Φ ∧Ψ. �

Â äîêàçàòåëüñòâå ñâîéñòâà 2 ïîñòðîåí íå ñîâñåì âûâîä ôîðìóëû Φ∧Ψ. ×åò-
â¼ðòàÿ ôîðìóëà â ñïèñêå � óæå èçâåñòíàÿ íàì äîêàçóåìàÿ ôîðìóëà èç ñâîéñòâà
1. Ìû ìîãëè áû âìåñòî ýòîé ôîðìóëû çàïèñàòü âñå 5 ôîðìóë âûâîäà, ïðèâåä¼í-
íîãî â äîêàçàòåëüñòâå ñâîéñòâà 1, òåì ñàìûì óäëèíèâ íàø âûâîä. Ïðè ðåøåíèè
ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ âûâîä ìîæåò ñîñòîÿòü èç îãðîìíîãî êîëè÷åñòâà ôîðìóë.
Òàêîå óïðîùåíèå (èñïîëüçîâàíèå óæå èçâåñòíûõ íàì âûâîäèìûõ ôîðìóë) ïîç-
âîëÿåò ñîêðàòèòü ýòî êîëè÷åñòâî. Òàêîé ñïèñîê ôîðìóë íàçûâàåòñÿ êâàçèâûâî-
äîì.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë Ψ1, . . . ,Ψm ∈ F èñ÷èñëåíèÿ
I íàçûâàåòñÿ êâàçèâûâîäîì ôîðìóëû Φ èç ôîðìóë {Φ1, . . . ,Φn} èñ÷èñëåíèÿ I,
åñëè Ψm � Φ è Ψi âûâîäèìà èç Ψ1, . . . ,Ψi−1 äëÿ ëþáîãî i 6 m.

Êàê Âû íàâåðíÿêà çàìåòèëè, ëþáîå äîêàçàòåëüñòâî ìû íà÷èíàëè ñòðîèòü
ñ òîãî, ÷òî èñêàëè àêñèîìó, êîòîðàÿ áû (ïðè íóæíûõ çàìåíàõ) çàêàí÷èâàëàñü
íóæíîé ôîðìóëîé, à ïîñëå ýòîãî ïî îòäåëüíîñòè ïîëó÷àëè ïîñûëêè è óáèðàëè
èõ ñ ïîìîùüþ modus ponens. Çà÷àñòóþ ýòà òàêòèêà ýôôåêòèâíà ïðè ðåøåíèè
ïîäîáíûõ çàäà÷. Òàêæå ðåêîìåíäóåòñÿ ñíà÷àëà â âûâîä çàïèñàòü âñå èìåþùèåñÿ
ãèïîòåçû.
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�3. Òåîðåìà äåäóêöèè

Òåîðåìà äåäóêöèè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ â òåî-
ðèè äîêàçàòåëüñòâ � ðàçäåëå ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè, çàíèìàþùåìñÿ èçó÷åíèåì
ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ. Òåîðåìà äåäóêöèè ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì êëàññè-
÷åñêîé ñèòóàöèè â ìàòåìàòèêå ðàííèõ ëåò, êîãäà ó÷¼íûå, íå çíàêîìûå äðóã ñ
äðóãîì è æèâóùèå â ðàçíûõ ñòðàíàõ, ïî÷òè îäíîâðåìåííî ôîðìóëèðóþò îäíó
è òó æå èäåþ. Ýòà òåîðåìà âïåðâûå áûëà ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà â 1930
ãîäó Æàêîì Ýðáðàíîì, ôðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì. Â ýòîì æå ãîäó òåîðåìà
äåäóêöèè áûëà ñôîðìóëèðîâàíà Àëüôðåäîì Òàðñêèì, ïîëüñêî-àìåðèêàíñêèì
ìàòåìàòèêîì, îñíîâàòåëåì ôîðìàëüíîé òåîðèè èñòèííîñòè.

Òåîðåìà 1 (äåäóêöèè). Ïóñòü Γ � ìíîæåñòâî ôîðìóë ÈÂ, Φ, Ψ � ôîð-
ìóëû ÈÂ. Òîãäà

Γ,Φ ` Ψ⇐⇒ Γ ` Φ→ Ψ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü Ψ1, . . . ,Ψn � âûâîä Ψ èç Γ ∪ {Φ}. Èíäóêöèåé ïî i

ïîêàæåì, ÷òî Γ ` Φ→ Ψi.
1. Äëÿ ôîðìóëû Ψ1 âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:
à) Ψ1 � àêñèîìà;
á) Ψ1 ∈ Γ;
â) Ψ1 � Φ.
Ïîñòðîèì âûâîä ôîðìóëû Φ→ Ψ1 â ñëó÷àÿõ à) è á):
1. [àêñèîìà èëè ãèïîòåçà] Ψ1.
2. [A1] Φ Ψ

Ψ1 Φ Ψ1 → (Φ→ Ψ1).
3. [MP (1, 2)] Φ→ Ψ1.
Åñëè Ψ1 � Φ, òî Γ ` Φ→ Ψ1 ïî ñâîéñòâó 1.
Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ i = 1.
2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Γ ` Φ→ Ψj äëÿ âñåõ j < i. Äëÿ ôîðìóëû Ψi âîçìîæ-

íû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:
à) Ψi � àêñèîìà;
á) Ψi ∈ Γ;
â) Ψi � Φ;
ã) Ψi âûâîäèòñÿ èç Ψ1, . . . ,Ψi−1 ïî modus ponens.
Î÷åâèäíî, â ñëó÷àÿõ à)�â) âûâîä ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî ï. 1. Ïóñòü Ψi âû-

âîäèòñÿ èç Ψ1, . . . ,Ψi−1 ïî modus ponens. Òîãäà Ψi ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóë Ψk

è Ψl � Ψk → Ψi, ãäå k, l < i. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè Γ ` Φ → Ψk

è Γ ` Φ → (Ψk → Ψi). Òàê êàê âûâîä � ýòî êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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ôîðìóë, òî âûäåëèì èç ìíîæåñòâà Γ òîëüêî òå ôîðìóëû Θ1, . . . ,Θm, êîòîðûå
çàäåéñòâîâàíû â âûâîäå ôîðìóë Φ → Ψk è Φ → (Ψk → Ψi). Ïîñòðîèì êâàçè-
âûâîä ôîðìóëû Φ→ Ψi èç Γ:

1. [ãèï] Θ1.
. . .
m. [ãèï] Θm.
m+ 1. [ïî ïðåäï.] Φ→ Ψk.
m+ 2. [ïî ïðåäï.] Φ→ (Ψk → Ψi).
m+ 3. [A2] Ψ Θ

Ψk Ψi

(
Φ→ Ψk

)
→

(
(Φ→ (Ψk → Ψi))→ (Φ→ Ψi)

)
.

m+ 4. [MP ((m+ 1, m+ 3), m+ 2)] Φ→ Ψi.
Ñëåäîâàòåëüíî, Γ ` Φ→ Ψn, ò.å. Γ ` Φ→ Ψ.
Äîñòàòî÷íîñòü. Àíàëîãè÷íî, âûäåëèì èç ìíîæåñòâà Γ òîëüêî òå ôîðìó-

ëû Θ1, . . . ,Θm, êîòîðûå çàäåéñòâîâàíû â âûâîäå ôîðìóëû Φ → Ψ. Ïîñòðîèì
êâàçèâûâîä ôîðìóëû Ψ èç Γ ∪ {Φ}:

1. [ãèï] Θ1.
. . .
m. [ãèï] Θm.
m+ 1. [ïî óñë.] Φ→ Ψ.
m+ 2. [ãèï] Φ.
m+ 3. [MP (m+ 2, m+ 1)] Ψ. �

Ñâîéñòâî 3 (êîíòðàïîçèöèè). Φ→ Ψ `qΨ→qΦ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàæåì, ÷òî Φ→ Ψ, qΨ `qΦ:
1. [ãèï] Φ→ Ψ.
2. [ãèï] qΨ.
3. [A9] (Φ→ Ψ)→ ((Φ→qΨ)→qΦ).
4. [MP (1, 3)] (Φ→qΨ)→qΦ.
5. [A1] Φ Ψ

qΨ Φ qΨ→ (Φ→qΨ).
6. [MP (2, 5)] Φ→qΨ.
7. [MP (6, 4)] qΦ.
Òàêèì îáðàçîì, Φ → Ψ, qΨ `qΦ. Ïðèìåíèâ òåîðåìó äåäóêöèè, ïîëó÷èì

Φ→ Ψ `qΨ→qΦ. �

Ñâîéñòâî 4 (òðàíçèòèâíîñòè). Φ→ Ψ,Ψ→ Θ ` Φ→ Θ.

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæèòå ñâîéñòâî 4 ñ èñïîëüçîâàíèåì è áåç èñïîëüçî-
âàíèÿ òåîðåìû äåäóêöèè.
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Äîêàæåì åù¼ íåñêîëüêî ñâîéñòâ, êîòîðûìè óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðè ïî-
ñòðîåíèè âûâîäà ôîðìóë.

Ñâîéñòâî 5. Φ `qqΦ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1. [ãèï] Φ.
2. [A9] Φ Ψ

qΦ Φ (qΦ→ Φ)→ ((qΦ→qΦ)→qqΦ).
3. [A1] Ψ

qΦ Φ→ (qΦ→ Φ).
4. [MP (1, 3)] qΦ→ Φ.
5. [MP (4, 2)] (qΦ→qΦ)→qqΦ.
6. [ñâ. 1] Φ

qΦ qΦ→qΦ.
7. [MP (6, 5)] qqΦ. �

Ñâîéñòâî 6. Φ∧qΦ ` Ψ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1. [ãèï] Φ∧qΦ.
2. [A3] Ψ

qΦ Φ∧qΦ→ Φ.
3. [MP (1, 2)] Φ.
4. [A4] Ψ

qΦ Φ∧qΦ→qΦ.
5. [MP (3, 4)] qΦ.
6. [A1] Ψ

qΘ Φ→ (qΘ→ Φ).
7. [MP (3, 6)] qΘ→ Φ.
8. [ñâ. êîíòð. (7)] Φ Ψ

qΘ Φ qΦ→qqΘ.
9. [MP (5, 8)] qqΘ.
10. [A10] Φ

Θ qqΘ→ Θ.
11. [MP (9, 10)] Θ. �

�4. Ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëû

Îïðåäåëåíèå. Ôîðìóëû Φ è Ψ íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè (îáîçíà÷å-
íèå: Φ ≡ Ψ), åñëè Φ ` Ψ è Ψ ` Φ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü Φ, Ψ, Θ � ôîðìóëû. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå
ýêâèâàëåíòíîñòè:
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1. a) Φ ∧ Φ ≡ Φ,
b) Φ ∨ Φ ≡ Φ.

2. a) Φ ∧Ψ ≡ Ψ ∧ Φ,
b) Φ ∨Ψ ≡ Ψ ∨ Φ.

3. a) Φ ∧ (Ψ ∧Θ) ≡ (Φ ∧Ψ) ∧Θ,
b) Φ ∨ (Ψ ∨Θ) ≡ (Φ ∨Ψ) ∨Θ.

4. a) Φ ∧ (Ψ ∨Θ) ≡ (Φ ∧Ψ) ∨ (Φ ∧Θ),
b) Φ ∨ (Ψ ∧Θ) ≡ (Φ ∨Ψ) ∧ (Φ ∨Θ).

5. a) q(Φ ∧Ψ) ≡qΦ∨qΨ,
b) q(Φ ∨Ψ) ≡qΦ∧qΨ.

6. a) Φ ∧ (Φ ∨Ψ) ≡ Φ,
b) Φ ∨ (Φ ∧Ψ) ≡ Φ.

7. qqΦ ≡ Φ.
8. Φ→ Ψ ≡qΦ ∨Ψ.

Íàâåðíÿêà ìíîãèå ÷èòàòåëè èñïûòàëè äåæàâþ ïðè ÷òåíèè çàïèñàííûõ ñî-
îòíîøåíèé. Åñëè â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû çàìåíèòü ñëîâî ¾ýêâèâàëåíòíîñòè¿
íà ñëîâî ¾ðàâíîñèëüíîñòè¿, òî ïîëó÷èòñÿ â òî÷íîñòè òåîðåìà ?? ãëàâû II (�4).
Ïîçæå ìû ïîéì¼ì, ïî÷åìó ïîíÿòèå ðàâíîñèëüíûõ ôîðìóë àëãåáðû âûñêàçû-
âàíèé è ïîíÿòèå ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóë èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé ïðèâîäÿò
íàñ ê îäèíàêîâûì ñâÿçÿì ìåæäó ôîðìóëàìè. À ïîêà îòìåòèì åù¼ ðàç: ôîðìó-
ëû ÈÂ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèøü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ, íå íàäåë¼ííûå
êàêèì-ëèáî ñìûñëîì, â îòëè÷èå îò ôîðìóë ÀÂ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñëîæíûìè
âûñêàçûâàíèÿìè, ïîëó÷àåìûìè èç ýëåìåíòàðíûõ âûñêàçûâàíèé ñ ïîìîùüþ ëî-
ãè÷åñêèõ îïåðàöèé. Ïîýòîìó ìû íå íàçûâàëè ýòè ýêâèâàëåíòíîñòè, êàê ñäåëàëè
ýòî ñ ðàâíîñèëüíûìè ôîðìóëàìè ÀÂ ïî àíàëîãèè ñî ñâîéñòâàìè áèíàðíûõ îïå-
ðàöèé. Áîëåå òîãî, îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóë ÈÂ ïîëíîñòüþ îòëè÷à-
åòñÿ îò îïðåäåëåíèÿ ðàâíîñèëüíûõ ôîðìóë ÀÂ, ïîýòîìó òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ
ïî-äðóãîìó.

Äîêàçàòåëüñòâî (òåîðåìû 2).
Ïî òðàäèöèè äîêàæåì íàèáîëåå ¾ñëîæíûå¿ ïóíêòû, îñòàâèâ äðóãèå ÷èòà-

òåëÿì äëÿ òðåíèðîâêè.
Äîêàæåì ï. 6. Φ `qqΦ ïî ñâîéñòâó 5. Ïðèìåíèâ ê àêñèîìå 10 òåîðåìó äå-

äóêöèè, ïîëó÷èì qqΦ ` Φ.
Äîêàæåì ï. 1b. Ïîñòðîèì âûâîä ôîðìóëû Φ èç Φ ∨ Φ:
1. [ãèï] Φ ∨ Φ.
2. [A8] Ψ Θ

Φ Φ (Φ→ Φ)→ ((Φ→ Φ)→ (Φ ∨ Φ→ Φ)).
3. [ñâ. 1] Φ→ Φ.
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4. [MP (3, 2)] (Φ→ Φ)→ (Φ ∨ Φ→ Φ).
5. [MP (3, 4)] Φ ∨ Φ→ Φ.
6. [MP (1, 5)] Φ.
Òàêèì îáðàçîì, Φ ∨ Φ ` Φ. Ïðèìåíèâ ê àêñèîìå 6, â êîòîðîé ôîðìóëó Ψ

çàìåíèì íà Φ, òåîðåìó äåäóêöèè, ïîëó÷èì Φ ` Φ ∨ Φ. �

Äîìàøíåå çàäàíèå. Äîêàæèòå òåîðåìó 2.
Îïðåäåëåíèå. Ïîäñëîâî ôîðìóëû Φ, êîòîðîå ñàìî ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé,

íàçûâàåòñÿ ïîäôîðìóëîé ôîðìóëû Φ.

Ëåììà (î çàìåíå â ÈÂ). Ïóñòü Φ � ôîðìóëà ÈÂ, Ψ � ïîäôîðìóëà ôîð-
ìóëû Φ, Ψ ≡ Ψ′, ôîðìóëà Φ′ ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû Φ çàìåíîé ïîäôîðìó-
ëû Ψ íà Ψ′. Òîãäà Φ ≡ Φ′.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ëåììó î çàìåíå â ÈÂ òàêæå íåîáõîäèìî äîêàçûâàòü èíà÷å, ÷åì â ÀÂ. Äî-

êàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû Φ.
1. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè Φ � X, ãäå X � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ,

òî Φ � åäèíñòâåííàÿ ïîäôîðìóëà ôîðìóëû Φ, ò.å. Ψ � X. Òîãäà Ψ′ ≡ X, ò.å.
Ψ′ ≡ Φ. Òàê êàê Φ′ � Ψ′, òî Φ′ ≡ Φ.

2. Ïóñòü Φ� Φ1 ∧Φ2, Ψ � ïîäôîðìóëà ôîðìóëû Φ1, Ψ ≡ Ψ′, ôîðìóëà Φ′1
ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû Φ1 çàìåíîé ïîäôîðìóëû Ψ íà Ψ′. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè Φ1 ≡ Φ′1. Äîêàæåì, ÷òî Φ1 ∧ Φ2 ` Φ′1 ∧ Φ2:

1. [ãèï] Φ1 ∧ Φ2.
2. [A3] Φ Ψ

Φ1 Φ2
Φ1 ∧ Φ2 → Φ1.

3. [MP (1, 2)] Φ1.
4. [ïî ïðåäï. (3)] Φ′1.
5. [A4] Φ Ψ

Φ1 Φ2
Φ1 ∧ Φ2 → Φ2.

6. [MP (1, 5)] Φ2.
7. [ñâ. 2 (4, 6)] Φ Ψ

Φ′
1 Φ2

Φ′1 ∧ Φ2.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Φ′1 ∧ Φ2 ` Φ1 ∧ Φ2. Ñëåäîâàòåëüíî,

Φ1 ∧ Φ2 ≡ Φ′1 ∧ Φ2.

Ñëó÷àé, êîãäà Φ� Φ1 ∨Φ2, ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëÿì â êà÷åñòâå óïðàæ-
íåíèÿ.

Ïóñòü Φ �qΦ1, Ψ � ïîäôîðìóëà ôîðìóëû Φ1, Ψ ≡ Ψ′, ôîðìóëà Φ′1 ïî-
ëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû Φ1 çàìåíîé ïîäôîðìóëû Ψ íà Ψ′. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè Φ1 ≡ Φ′1. Òîãäà Φ1 ` Φ′1 è Φ′1 ` Φ1. Ïî òåîðåìå äåäóêöèè ` Φ1 → Φ′1 è
` Φ′1 → Φ1. Ïî ñâîéñòâó êîíòðàïîçèöèè `qΦ′1 →qΦ1 è `qΦ1 →qΦ′1. Ïî òåîðåìå
äåäóêöèè qΦ′1 `qΦ1 è qΦ1 `qΦ′1, ò.å. qΦ1 ≡qΦ′1.
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Ïóñòü Φ � Φ1 → Φ2, Ψ � ïîäôîðìóëà ôîðìóëû Φ1, Ψ ≡ Ψ′, ôîðìóëà Φ′1
ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû Φ1 çàìåíîé ïîäôîðìóëû Ψ íà Ψ′. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè Φ1 ≡ Φ′1. Òîãäà

Φ1 → Φ2 ≡qΦ1 ∨ Φ2 ≡qΦ′1 ∨ Φ2 ≡ Φ′1 → Φ2.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî äëÿ ôîðìóë âèäà qΨ è Ψ∨Θ ëåììà äîêàçàíà
íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ. �

Äîìàøíåå çàäàíèå. Äîêàæèòå íå ðàññìîòðåííûå íàìè ñëó÷àè ëåììû î
çàìåíå.

Ñâîéñòâî 7. ` Φ∨qΦ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü Ψ � àêñèîìà. Ïî ñâîéñòâó 6 âåðíî Φ∧qΦ `qΨ. Ïî òåîðåìå äåäóêöèè

` Φ∧qΦ→qΨ. Òîãäà ïî ñâîéñòâó êîíòðàïîçèöèè `qqΨ→q(Φ∧qΦ).

qqΨ→q(Φ∧qΦ) ≡ Ψ→qΦ∨qqΦ ≡ Ψ→qΦ ∨ Φ ≡ Ψ→ Φ∨qΦ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ` Ψ→ Φ∨qΦ. Òàê êàê Ψ � àêñèîìà, òî ` Φ∨qΦ. �

Èñïîëüçîâàíèå ëåììû î çàìåíå è ýêâèâàëåíòíîñòåé èç òåîðåìû 2 ïîçâîëÿåò
óïðîñòèòü ïîñòðîåíèå âûâîäà ôîðìóëû èç ìíîæåñòâà ôîðìóë: ìû ìîæåì ìå-
íÿòü ïîäôîðìóëû íà ýêâèâàëåíòíûå èì ôîðìóëû, ñîêðàùàÿ âûâîä íà íåñêîëüêî
ïóíêòîâ. Íî ÷òîáû ëó÷øå ïðî÷óâñòâîâàòü, êàê óñòðîåíî èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâà-
íèé, ïîíÿòü ñóòü àêñèîì è ïðàâèëà âûâîäà, à òàêæå ðàäè ðàçâëå÷åíèÿ è ýñòåòè-
÷åñêîãî óäîâîëüñòâèÿ ìû íà íàøèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ è ïðè âûïîëíåíèè
ÈÄÇ ïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé î çàìåíå è òåîðåìîé 2 íå áóäåì.,

�5. Ñåìàíòèêà ôîðìàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ôîðìàëüíîå èñ÷èñëåíèå çàäà¼òñÿ â òåðìèíàõ îòíî-
øåíèé è ñâÿçåé ìåæäó ñâîèìè áàçîâûìè ýëåìåíòàìè, ò.å. ñèíòàêñè÷åñêè. Ôîð-
ìóëû èñ÷èñëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëèøü ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ñèìâîëîâ àëôàâèòà è
òîëüêî. Êàê ìû íå ðàç îòìå÷àëè, ôîðìóëû èñ÷èñëåíèÿ íå íàäåëåíû íèêàêèì
ñìûñëîì, îíè íå ìîãóò áûòü èñòèííûìè èëè ëîæíûìè, íå ìîãóò ïðèíèìàòü
êàêèå-òî äðóãèå çíà÷åíèÿ. Êîíêðåòíûé ñìûñë îíè ïðèîáðåòàþò ïðè èíòåðïðå-
òàöèè àëôàâèòà (èëè, êàê èíîãäà ãîâîðÿò, ÿçûêà) èñ÷èñëåíèÿ, êîòîðàÿ çàäà¼ò
ñåìàíòèêó, îïðåäåëÿþùóþ ñâÿçè ìåæäó âèäîì è ñìûñëîì ÿçûêîâûõ åäèíèö.
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíî ôîðìàëüíîå èñ÷èñëåíèå I. Åñëè êàæäîìó
ñèìâîëó àëôàâèòà I ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà
èëè ôóíêöèÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíà èíòåðïðåòàöèÿ èñ÷èñëåíèÿ I.

Òåîðåìà 3. Àëãåáðà âûñêàçûâàíèé ÿâëÿåòñÿ èíòåðïðåòàöèåé èñ÷èñëåíèÿ
âûñêàçûâàíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå èíòåðïðåòèðóåì ýëå-
ìåíòàðíûìè âûñêàçûâàíèÿìè. Ñèìâîëû ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê èíòåðïðåòèðóåì ñî-
îòâåòñòâóþùèìè ëîãè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè: ∧ � êîíúþíêöèÿ, ∨ � äèçúþíêöèÿ,
q � îòðèöàíèå, → � èìïëèêàöèÿ. �

Èñõîäÿ èç òåîðåìû 3, ñðàçó ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì, ïî÷åìó ôîðìóëû ÀÂ
âíåøíèì âèäîì ïîõîæè íà ôîðìóëû ÈÂ, ïî÷åìó ðàâíîñèëüíûå ôîðìóëû ÀÂ
ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè êàê ôîðìóëû ÈÂ. Â äàëüíåéøåì ìû äîêàæåì, ÷òî
òàâòîëîãèÿìè ÀÂ ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè äîêàçóåìûå ôîðìóëû ÈÂ.

Àëãåáðó âûñêàçûâàíèé íàçûâàþò ãëàâíîé èíòåðïðåòàöèåé èñ÷èñëåíèÿ âû-
ñêàçûâàíèé.

Íî ðàç åñòü ãëàâíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ, òî åñòü è äðóãèå? Ðàññìîòðèì ñëåäó-
þùèé ïðèìåð. Ïóñòü S � ìíîæåñòâî, îòîáðàæåíèå fS : F → P(S), ãäå F �
ìíîæåñòâî ôîðìóë ÈÂ, óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: äëÿ ëþáûõ ôîð-
ìóë Φ è Ψ

1) fS(Φ ∧Ψ) = fS(Φ) ∩ fS(Ψ),
2) fS(Φ ∨Ψ) = fS(Φ) ∪ fS(Ψ),
3) fS(qΦ) = S \ fS(Φ),
4) fS(Φ→ Ψ) = fS(qΦ) ∪ fS(Ψ).

Ïðîèíòåðïðåòèðîâàâ ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà P(S),
ìû ïîëó÷èì èíòåðïðåòàöèþ ÈÂ. Íàïðèìåð, åñëè S = {a, b, c}, fS(X) = {a, b},
fS(Y ) = {a, c}, òî

fS(X ∧ Y ) = {a},
fS(X ∨ Y ) = {a, b, c},

fS(qX) = {c},
fS(X → Y ) = {a, c}.

Óïðàæíåíèå 2. Ñðàâíèòå ñâîéñòâà îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè (Ãëàâà I,
�2, òåîðåìà ??) ñ ýêâèâàëåíòíûìè ôîðìóëàìè èç òåîðåìû 2.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ôîðìàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì (ïî-
ñòðîåíèå âûâîäà) â èñ÷èñëåíèè îñóùåñòâëÿåòñÿ ôîðìàëüíî, ñ èñïîëüçîâàíèåì
òîëüêî àêñèîì è ïðàâèë âûâîäà. Ñàìè äîêàçàòåëüñòâà ïðè ýòîì òàêæå ìîãóò
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ñëóæèòü ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ. Îäíàêî î íèõ è î ñâîéñòâàõ ñàìîãî èñ÷èñëå-
íèÿ ïðèõîäèòñÿ ðàññóæäàòü íåôîðìàëüíî, ñîäåðæàòåëüíî, â òåðìèíàõ, êîòîðûå
âûõîäÿò çà ðàìêè ñàìîãî èñ÷èñëåíèÿ. Òàêèå ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿò íà ìåòà-
ÿçûêå äàííîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì äâà óòâåðæäåíèÿ:
1) ¾Ìàòâåé � õîðîøèé ìàëü÷èê¿,
2) ¾Ìàòâåé � ñëîâî èç 6 áóêâ¿.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ñëîâî ¾Ìàòâåé¿ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ÿçûêà, Ìàòâåé ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ êàê îáúåêò, ïðèâîäèòñÿ ñâîéñòâî Ìàòâåÿ ¾áûòü õîðîøèì ìàëü÷è-
êîì¿.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ñëîâî ¾Ìàòâåé¿ ïðèíàäëåæèò ìåòàÿçûêó, èçó÷àþòñÿ õà-
ðàêòåðèñòèêè ñàìîãî ñëîâà.

Äðóãîé êëàññè÷åñêèé ïðèìåð: â ðóññêîì ó÷åáíèêå àíãëèéñêîãî ÿçûêà ïðåä-
ìåòíûì ÿçûêîì áóäåò àíãëèéñêèé, à ìåòàÿçûêîì � ðóññêèé (íà í¼ì ïðîâîäÿòñÿ
ðàññóæäåíèÿ îá àíãëèéñêîì ÿçûêå).

Ïðè èçó÷åíèè èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé ìû òîæå çàäåéñòâóåì ìåòàÿçûê.
Íàïðèìåð, ìû èñïîëüçóåì ñèìâîëû Φ, Ψ, Θ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ôîðìóë, íî ñàìè
ñèìâîëû íå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè àëôàâèòà ÈÂ.

Ñîâîêóïíîñòü ñôîðìóëèðîâàííûõ íà ìåòàÿçûêå óòâåðæäåíèé îòíîñèòåëüíî
ñâîéñòâ ôîðìàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ îáðàçóþò åãî ìåòàòåîðèþ. Â ñâîþ î÷åðåäü,
ìåòàòåîðèÿ òîæå ìîæåò áûòü ôîðìàëèçîâàíà è èçó÷åíà ñðåäñòâàìè, âûõîäÿùè-
ìè çà ðàìêè ýòîé ìåòàòåîðèè. Ïîëó÷åííûå ôàêòû î ìåòàòåîðèè áóäóò ÿâëÿòüñÿ
äëÿ íå¼ ìåòàìåòàòåîðèåé, è ò.ä... Ðàçäåë ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè, èçó÷àþùèé
îñíîâàíèÿ ìàòåìàòèêè, ñòðóêòóðó ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ è ìàòåìàòè-
÷åñêèõ òåîðèé ñ ïîìîùüþ ôîðìàëüíûõ ìåòîäîâ, íàçûâàåòñÿ ìåòàìàòåìàòè-
êîé.

Îñíîâíûå âîïðîñû ìåòàòåîðèè ôîðìàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ:
� íåïðîòèâîðå÷èâîñòü,
� ïîëíîòà,
� ðàçðåøèìîñòü,
� íåçàâèñèìîñòü.
Ðàññìîòðèì ýòè âîïðîñû îòíîñèòåëüíî èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé.

�6. Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ÈÂ

Îïðåäåëåíèå. Èñ÷èñëåíèå íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûì, åñëè äîêàçóåìû
âñå åãî ôîðìóëû.

Ñîãëàñèòåñü, ïðîòèâîðå÷èâîå èñ÷èñëåíèå ìàëîèíòåðåñíî äëÿ èçó÷åíèÿ. Ñî-
ãëàñíî îïðåäåëåíèþ íèêàêàÿ ôîðìóëà ïðîòèâîðå÷èâîãî èñ÷èñëåíèÿ íå ìîæåò



Ãëàâà III. Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé 69

áûòü îïðîâåðãíóòà. Òðåáîâàíèå íåïðîòèâîðå÷èâîñòè (â îáùåì ñìûñëå) ÿâëÿåò-
ñÿ îáÿçàòåëüíûì òðåáîâàíèåì ê íàó÷íîé è, â ÷àñòíîñòè, ëîãè÷åñêîé òåîðèè.

Ëåììà. Åñëè Φ � äîêàçóåìàÿ ôîðìóëà ÈÂ, òî Φ ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî
èñòèííîé êàê ôîðìóëà ÀÂ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî modus ponens ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî áûòü òîæäåñòâåí-

íî èñòèííîé ôîðìóëîé ÀÂ, ò.å.

� Φ, � Φ→ Ψ ⇒ � Ψ.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå àêñèîìû ÈÂ ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííî èñòèííû-
ìè ôîðìóëàìè ÀÂ (íàïðèìåð, ïîñòðîèâ òàáëèöû èñòèííîñòè èëè ìåòîäîì îò
ïðîòèâíîãî).

Ïóñòü ` Φ è Ψ1, . . . ,Ψn � âûâîä Φ. Èíäóêöèåé ïî i 6 n ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî � Ψi. �

Äîìàøíåå çàäàíèå. Äîêàæèòå ëåììó.

Òåîðåìà 4 (î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ÈÂ). ÈÂ íåïðîòèâîðå÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÈÂ ïðîòèâîðå÷èâî. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôîðìóëà

ÈÂ Φ, ÷òî ` Φ è `qΦ. Ïî ëåììå � Φ è �qΦ. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. �

�7. Ïîëíîòà ÈÂ

Èíòåðïðåòàöèÿ ôîðìàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò ñèíòàêñèñà
ê ñåìàíòèêå. Íî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, íà èíòåðïðåòàöèþ íå íàêëàäûâàåòñÿ
íèêàêèõ æ¼ñòêèõ òðåáîâàíèé. Âîîáùå ãîâîðÿ, ìû ìîæåì ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü
ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå, íå ïîëó÷èâ íè÷åãî ïîëåçíîãî. Íàïðèìåð, ïî-
ëàãàÿ S = ∅ â ïðèìåðå èç �5, ìû çàäàäèì èíòåðïðåòàöèþ ÈÂ, â êîòîðîé âñå
ôîðìóëû áóäóò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê ∅. Èçó÷àÿ ñîäåðæàòåëüíûå ñâîéñòâà
òàêèõ ôîðìóë, ìû âðÿä ëè ñìîæåì óñòàíîâèòü êàêèå-òî ïîëåçíûå ôàêòû îá
ÈÂ.

Ïåðåêèíóòü ìîñòèê îò îäíîé îáëàñòè ê äðóãîé è ïðèçâàíà òåîðåìà î ïîë-
íîòå, êîòîðàÿ áóäåò äîêàçàíà â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå. Ìû óæå ïîêàçàëè, ÷òî
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âñÿêàÿ òåîðåìà èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé àëãåáðû âûñêà-
çûâàíèé (ëåììà, �6). Îêàçûâàåòñÿ, âåðíî è îáðàòíîå � äëÿ âñÿêîé òàâòîëîãèè
àëãåáðû âûñêàçûâàíèé ìîæíî ïîñòðîèòü å¼ âûâîä èç àêñèîì èñ÷èñëåíèÿ âûñêà-
çûâàíèé, ò.å. äîêàçàòü, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé èñ÷èñëåíèÿ. Â ýòîì ñîñòîèò
òåîðåìà î ïîëíîòå ÈÂ.

Îïðåäåëåíèå. Ôîðìóëà ÈÂ âèäà X èëè qX, ãäå X � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ
ïåðåìåííàÿ ÈÂ, íàçûâàåòñÿ ëèòåðîé.

Òåîðåìà 5 (î ïîëíîòå ÈÂ). Ôîðìóëà Φ äîêàçóåìà â ÈÂ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà Φ ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî èñòèííîé êàê ôîðìóëà ÀÂ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íåîáõîäèìîñòü. Ñì. ëåììó, �6.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü Φ � òàâòîëîãèÿ ÀÂ. Ðàññìîòðèì Φ êàê ôîðìóëó

ÈÂ. Äîêàçàòåëüñòâî ðàçîáü¼ì íà íåñêîëüêî ýòàïîâ.
I. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 2 è ëåììû î çàìåíå â ÈÂ ïðèâåä¼ì ôîðìóëó Φ ê

âèäó Ψ� Ψ1∧ . . .∧Ψn, ãäå Ψi ïîëó÷åíà èç ëèòåð ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêîé ñâÿçêè
∨.

II. � Ψ:

Φ ≡ Ψ
ïî îïð.
=⇒ Φ ` Ψ

ò. äåä.
=⇒ ` Φ→ Ψ

ëåììà, �6
=⇒ � Φ→ Ψ

�Φ
=⇒ � Ψ.

III. Î÷åâèäíî, ÷òî � Ψi äëÿ ëþáîãî i 6 n.
IV. Äëÿ ëþáîãî i 6 n ñóùåñòâóåò ïåðåìåííàÿ X òàêàÿ, ÷òî X è qX âõîäèò

â Ψi (ïî÷åìó?).
V. Äîêàæåì, ÷òî ` Ψi äëÿ ëþáîãî i 6 n. Ïóñòü Ψi ≡ X∨qX ∨ Θi, ãäå Θi

ïîëó÷åíà èç ëèòåð ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêîé ñâÿçêè ∨, i 6 n. Ïîñòðîèì âûâîä Ψi:
1. [ñâ. 7] Φ

X X∨qX.
2. [A6] Φ Ψ

X∨qX Θi
X∨qX → X∨qX ∨Θi.

3. [MP (1, 2)] X∨qX ∨Θi.
VI. ` Ψ ïî ñâîéñòâó 2.
VII. ` Φ ïî îïðåäåëåíèþ. �

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà î ïîëíîòå èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé ñâÿçûâàåò àá-
ñòðàêòíóþ àêñèîìàòè÷åñêóþ òåîðèþ âûñêàçûâàíèé è ñîäåðæàòåëüíóþ àëãåáðó
âûñêàçûâàíèé, òåîðèþ ñ ïðàêòèêîé.

�8. Ðàçðåøèìîñòü ÈÂ

Îïðåäåëåíèå. Ôîðìàëüíîå èñ÷èñëåíèå I íàçûâàåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè ðàç-
ðåøèìûì, èëè ïðîñòî ðàçðåøèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé
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äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëû èñ÷èñëåíèÿ I çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ îïðåäåëèòü,
ÿâëÿåòñÿ ëè îíà äîêàçóåìîé â I èëè íåò.

Î÷åâèäíî, ïðîòèâîðå÷èâîå èñ÷èñëåíèå ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìûì � â í¼ì äîêà-
çóåìà àáñîëþòíî ëþáàÿ ôîðìóëà. Â êà÷åñòâå íóæíîãî àëãîðèòìà ìîæíî âçÿòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç îäíîé êîìàíäû ¾îñòàíîâèòü âûïîëíåíèå àëãîðèòìà¿.

Ðàçðåøèìîñòü � ñèëüíîå ñâîéñòâî, è äàëåêî íå âñå ïîëåçíûå è èñïîëüçó-
åìûå íà ïðàêòèêå òåîðèè ìîãóò èì ïîõâàñòàòüñÿ. Èñ÷èñëåíèþ âûñêàçûâàíèé
çäåñü ïîâåçëî.

Òåîðåìà 6 (î ðàçðåøèìîñòè ÈÂ). ÈÂ ðàçðåøèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íóæíî óêàçàòü àëãîðèòì, ïî êî-

òîðîìó äëÿ àáñîëþòíî ëþáîé ôîðìóëû ÈÂ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ìîæíî
îïðåäåëèòü, âûâîäèòñÿ îíà èç ìíîæåñòâà àêñèîì ÈÂ èëè íåò. Ïî òåîðåìå 5 âî-
ïðîñ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, ïî
êîòîðîìó äëÿ àáñîëþòíî ëþáîé ôîðìóëû ÀÂ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ìîæíî
îïðåäåëèòü, òîæäåñòâåííî èñòèííàÿ îíà èëè íåò? Òàêîé àëãîðèòì íàì óæå èçâå-
ñòåí è ñðàçó íàïðàøèâàåòñÿ â êà÷åñòâå îòâåòà íà âîïðîñ � ïîñòðîåíèå òàáëèöû
èñòèííîñòè. Òàê êàê ëþáàÿ ôîðìóëà ÀÂ ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ
ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, òî òàáëèöà èñòèííîñòè ëþáîé ôîðìóëû ÀÂ êîíå÷íà.
Åñëè â ïîñëåäíåì ñòîëáöå òàáëèöû ñòîÿò òîëüêî È, òî ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ òàâ-
òîëîãèåé ÀÂ, à ñëåäîâàòåëüíî, è òåîðåìîé ÈÂ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ôîðìóëà
íå ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé ÈÂ. Âîïðîñ îá ýôôåêòèâíîñòè ýòîãî àëãîðèòìà çäåñü íå
ñòàâèòñÿ, òàê êàê íàñ èíòåðåñóåò ëèøü ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî àëãîðèòìà. �

�9. Íåçàâèñèìîñòü ÈÂ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðåøèì åù¼ îäèí èç ïîñòàâëåííûõ â �2 âîïðîñîâ îá ÈÂ:
âñå ëè àêñèîìû äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ àêñèîìàìè â òðàäèöèîííîì ñìûñëå?
Ìîæíî ëè óáðàòü îäíó èç íèõ, íå èçìåíèâ òåì ñàìûì ìíîæåñòâî òåîðåì ÈÂ?

Îïðåäåëåíèå. Àêñèîìà ôîðìàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ I íàçûâàåòñÿ íåçàâèñè-
ìîé, åñëè îíà íå âûâîäèòñÿ èç îñòàëüíûõ àêñèîì â èñ÷èñëåíèè I. Èñ÷èñëåíèå
íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìûì, åñëè êàæäàÿ åãî àêñèîìà íåçàâèñèìà.

Òåîðåìà 7 (î íåçàâèñèìîñòè ÈÂ). ÈÂ íåçàâèñèìî.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Íàìåòèì îáùèé ïëàí äîêàçàòåëüñòâà íåçàâèñèìîñòè àêñèîìû A ÈÂ. Âîçü-

ì¼ì íåêîòîðóþ èíòåðïðåòàöèþ f ÈÂ, â êîòîðîé âñå àêñèîìû ÈÂ, çà èñêëþ÷åíè-
åì A, ïðèíèìàþò çíà÷åíèå f0, à MP ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî ïðèíèìàòü çíà÷åíèå f0.
Î÷åâèäíî, àêñèîìà A íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç äðóãèõ àêñèîì: â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå îíà òàêæå ïðèíèìàëà áû çíà÷åíèå f0 ïðè èíòåðïðåòàöèè f .

Äîêàæåì íåçàâèñèìîñòü àêñèîìû A10. Ïóñòü ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåí-
íûå ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {0, 1}, ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè ∧, ∨,→
ïðîèíòåðïðåòèðóåì ñòàíäàðòíûìè ëîãè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè1, ò.å.

Φ Ψ Φ ∧Ψ Φ ∨Ψ Φ→ Ψ

0 0 0 0 1
0 1 0 1 1
1 0 0 1 0
1 1 1 1 1

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôîðìóëà qΦ ïðè ýòîé èíòåðïðåòàöèè âñåãäà ïðèíèìàåò çíà-
÷åíèå 1. Òàê êàê â àêñèîìàõ A1�A8 íå èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë q, òî îíè âñåãäà ïðè-
íèìàþò çíà÷åíèå 1. Ïî òîé æå ïðè÷èíå MP ïîçâîëÿåò èç ôîðìóë, âñåãäà ïðèíè-
ìàþùèõ çíà÷åíèå 1, ïîëó÷èòü òîëüêî ôîðìóëó, âñåãäà ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèå
1. Ñîñòàâèâ òàáëèöó çíà÷åíèé àêñèîìû À9, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îíà òàêæå
âñåãäà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1. Ñîñòàâèì òàáëèöó çíà÷åíèé àêñèîìû A10:

Φ qΦ qqΦ qqΦ→ Φ

0 1 1 0
1 1 1 1

Ñëåäîâàòåëüíî, A10 íåçàâèñèìà.
Äîêàæåì íåçàâèñèìîñòü àêñèîìû A9. Ïóñòü èíòåðïðåòàöèÿ ÈÂ áóäåò òà-

êîé æå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåçàâèñèìîñòè àêñèîìû A10, çà èñêëþ÷åíèåì
èíòåðïðåòàöèè ñèìâîëà q:

Φ qΦ

0 0
1 1

Òàê êàê â àêñèîìàõ A1�A8 íå èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë q, òî îíè âñåãäà ïðèíèìàþò
çíà÷åíèå 1. Ïî òîé æå ïðè÷èíå MP ïîçâîëÿåò èç ôîðìóë, âñåãäà ïðèíèìàþùèõ

1Íàìåðåííî èñïîëüçóåì çäåñü äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ, ÷òîáû íå ïóòàòü ñ èñòèííîñòíûìè çíà÷åíèÿìè ôîðìóë

ÀÂ. Íàâåðíÿêà ñ òàêèìè îáîçíà÷åíèÿìè Âû ñòàëêèâàëèñü íà óðîêàõ èíôîðìàòèêè â øêîëå è ïðè èçó÷åíèè

äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè â óíèâåðñèòåòå.
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çíà÷åíèå 1, ïîëó÷èòü òîëüêî ôîðìóëó, âñåãäà ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèå 1. Ñî-
ñòàâèâ òàáëèöó çíà÷åíèé àêñèîìû À10, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îíà òàêæå âñåãäà
ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1.

Åñëè Φ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0, à Ψ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, òî Φ→ Ψ, Φ→qΨ
ïðèíèìàþò çíà÷åíèå 1. Ïðè ýòîì qΦ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
ôîðìóëà (Φ→ Ψ)→ ((Φ→qΨ)→qΦ) íà óêàçàííîì íàáîðå çíà÷åíèé âõîäÿùèõ
â íå¼ ïîäôîðìóë ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0. Ïîýòîìó A9 íå ìîæåò áûòü âûâåäåíà
èç ôîðìóë À1�À8 è À10 ñ ïîìîùüþ MP. Ñëåäîâàòåëüíî, A9 íåçàâèñèìà. �

Çàäàíèå íà +1 áàëë çà êîëëîêâèóì. Äîêàæèòå íåçàâèñèìîñòü êàêîé-
íèáóäü àêñèîìû ÈÂ.

Ïðèìå÷àíèÿ:

1. Â ñ÷¼ò èä¼ò ïåðâîå ïîêàçàííîå äîêàçàòåëüñòâî ïî êàæäîé àêñèîìå. Åñëè
äâà ñòóäåíòà íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà äîêàçàëè íåçàâèñèìîñòü îäíîé è òîé æå
àêñèîìû, +1 áàëë çàðàáîòàåò ïåðâûé ïðèí¼ñøèé âåðíîå äîêàçàòåëüñòâî.

2. Êîëè÷åñòâî äîïîëíèòåëüíûõ áàëëîâ íå çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà àêñèîì,
êîòîðûå Âû ïðîâåðèëè íà íåçàâèñèìîñòü. Ëèáî +1 áàëë, ëèáî 0. Äàéòå äðóãèì
âîçìîæíîñòü íàñëàäèòüñÿ èññëåäîâàíèåì ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè è çàðàáîòàòü
äîïîëíèòåëüíûå áàëëû.

3. Êàæäàÿ àêñèîìà, íåçàâèñèìîñòü êîòîðîé áóäåò êåì-íèáóäü äîêàçàíà, ñ÷è-
òàåòñÿ ïðîâåðåííîé âñåìè è âûíîñèòñÿ íà êîëëîêâèóì.

�10. Äðóãèå îïðåäåëåíèÿ èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâà-

íèé

Ðàçáåð¼ìñÿ, íàêîíåö, ñ îñòàâøèìñÿ âîïðîñîì èç òåõ, ÷òî ìû ñôîðìóëèðî-
âàëè â �2. Ïî÷åìó àêñèîìû è ïðàâèëà âûâîäà â îïðåäåë¼ííîì íàìè èñ÷èñëåíèè
âûñêàçûâàíèé èìåííî òàêèå?

Íà ñàìîì äåëå íàìè äàíî äàëåêî íå åäèíñòâåííî ñóùåñòâóþùåå îïðåäåëåíèå
èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé.

Ñôîðìóëèðóåì ñíà÷àëà îïðåäåëåíèÿ èñ÷èñëåíèé âûñêàçûâàíèé ãèëüáåð-
òîâñêîãî òèïà. Ýòîò òèï èñ÷èñëåíèé ÿâëÿåòñÿ èñòîðè÷åñêè ïåðâûì. Õàðàêòåð-
íàÿ ÷åðòà òàêîãî èñ÷èñëåíèÿ � ìíîãî àêñèîì è ìàëî ïðàâèë âûâîäà. ¾Ðàññóæ-
äåíèå¿ âíóòðè èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé ãèëüáåðòâîñêîãî òèïà âåä¼òñÿ íàïðÿ-
ìóþ: èìåÿ ìíîæåñòâî ãèïîòåç ìû, ïðèìåíÿÿ ê íèì ïðàâèëà âûâîäà è èñïîëüçóÿ
àêñèîìû, ïîñòåïåííî äâèæåìñÿ ê âûâîäèìîé ôîðìóëå. Èçó÷åííîå íàìè ÈÂ òàê
æå îòíîñèòñÿ ê èñ÷èñëåíèÿì ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà.
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Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé H

I. Àëôàâèò H:
1) ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå: p, q, . . ., z (âîçìîæíî ñ èíäåêñàìè),
2) ïðèìèòèâíûå ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè: q,→,
3) ( , ).
II. Ôîðìóëû H:
1) ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ � ôîðìóëà èñ÷èñëåíèÿ H,
2) åñëè Φ,Ψ � ôîðìóëû H, òî (Φ→ Ψ), qΦ � ôîðìóëû èñ÷èñëåíèÿ H.
III. Äëÿ ëþáûõ ôîðìóë Φ,Ψ,Θ èñ÷èñëåíèÿ H ñëåäóþùèå ôîðìóëû ÿâëÿ-

þòñÿ àêñèîìàìè H:
A1. Φ→ (Ψ→ Φ).
A2. (Φ→ (Ψ→ Θ))→ ((Φ→ Ψ)→ (Φ→ Θ)).
A3. (qΦ→qΨ)→ ((qΦ→ Ψ)→ Φ).
IV. Ïðàâèëà âûâîäà H:
ÏÂ1 (MP).

Γ, Φ, Φ→ Ψ

Ψ
,

ãäå Γ � ìíîæåñòâî ôîðìóë èñ÷èñëåíèÿ H, Φ, Ψ � ôîðìóëû èñ÷èñëåíèÿ H.
Êàæåòñÿ, ÷òî òàêîå îáåäíåíèå ìíîæåñòâà àêñèîì çíà÷èòåëüíî óìåíüøàåò

êîëè÷åñòâî äîêàçóåìûõ ôîðìóë, íî ýòî íå òàê. Ñòîèò âñïîìíèòü, ÷òî â èçó÷åí-
íîì íàìè ÈÂ èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè:

Φ ∨Ψ ≡qqΦ ∨Ψ ≡qΦ→ Ψ,

Φ ∧Ψ ≡q(qΦ∨qΨ) ≡q(Φ→qΨ).

Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé H ′

I. Àëôàâèò H ′:
1) ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå: p, q, . . ., z (âîçìîæíî ñ èíäåêñàìè),
2) ïðèìèòèâíûå ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè: q,→,
3) ( , ).
II. Ôîðìóëû H ′:
1) ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ � ôîðìóëà H ′,
2) åñëè Φ,Ψ � ôîðìóëû H ′, òî (Φ→ Ψ), qΦ � ôîðìóëû H ′.
III. Àêñèîìû H ′:
A1. p→ (q → p).
A2. (p→ (q → r))→ ((p→ q)→ (p→ r)).
A3. (qp→qq)→ ((qp→ q)→ p).
IV. Ïðàâèëà âûâîäà H ′:
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ÏÂ1 (MP).

Γ, Φ, Φ→ Ψ

Ψ
,

ãäå Γ � ìíîæåñòâî ôîðìóë H ′, Φ, Ψ � ôîðìóëû H ′.

ÏÂ2 (ïðàâèëî ïîäñòàíîâêè). `H ′ Φ(p1, . . . , pn) =⇒`H ′ [Φ]
p1 ... pn
Ψ1 ... Ψn

äëÿ ëþáûõ
ôîðìóë Ψ1, . . . ,Ψn èñ÷èñëåíèÿ H

′.

Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ, èñ÷èñëåíèå H ′ îòëè÷àåòñÿ îò èñ÷èñëåíèÿ H òåì,
÷òî â ñïèñêå àêñèîì óêàçàíû êîíêðåòíûå àêñèîìû, à íå ñõåìû àêñèîì, è äîáàâ-
ëåíî îäíî ïðàâèëî âûâîäà. Ïðàâèëî ïîäñòàíîâêè ïîçâîëÿåò â ëþáîé àêñèîìå
çàìåíèòü ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå íà ôîðìóëû H ′, ÷òî ïðåâðàùàåò H ′

â áîëåå êîíñòðóêòèâíóþ âåðñèþ èñ÷èñëåíèÿ H. Çàìåòüòå, ÷òî ïðàâèëî ïîäñòà-
íîâêè ïðèìåíèìî òîëüêî ê òåîðåìàì H ′.

Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé Ãèëüáåðòà�Àêêåðìàíà

Ïðèâåä¼ííîå â ýòîì ïóíêòå èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé (îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç
HA) ðàññìàòðèâàåòñÿ â ôóíäàìåíòàëüíîé ìîíîãðàôèè Ä. Ãèëüáåðòà è Â. Àê-
êåðìàíà ¾Îñíîâû òåîðåòè÷åñêîé ëîãèêè¿.

I. Àëôàâèò HA:

1) ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå: A, B, . . ., Z (âîçìîæíî ñ èíäåêñàìè),

2) ïðèìèòèâíûå ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè: q,∨, (ñâÿçêà→ ââîäèòñÿ äëÿ ñîêðàùå-
íèÿ çàïèñè qΦ ∨Ψ äî Φ→ Ψ),

3) ( , ).

II. Ôîðìóëû HA:

1) ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ � ôîðìóëà HA,

2) åñëè Φ,Ψ � ôîðìóëû HA, òî (Φ ∨Ψ), qΦ � ôîðìóëû HA.

III. Äëÿ ëþáûõ ôîðìóë Φ,Ψ,Θ èñ÷èñëåíèÿ HA ñëåäóþùèå ôîðìóëû ÿâëÿ-
þòñÿ àêñèîìàìè HA:

A1. Φ ∨ Φ→ Φ.
A2. Φ→ Φ ∨Ψ.
A3. Φ ∨Ψ→ Ψ ∨ Φ.
A4. (Φ→ Ψ)→ (Θ ∨ Φ→ Θ ∨Ψ).
IV. Ïðàâèëà âûâîäà HA:

ÏÂ1 (MP).

Γ, Φ, Φ→ Ψ

Ψ
,

ãäå Γ � ìíîæåñòâî ôîðìóë èñ÷èñëåíèÿ HA, Φ, Ψ � ôîðìóëû èñ÷èñëåíèÿ HA.
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Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé Êëèíè

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé (îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç
K) ðàññìàòðèâàåòñÿ â ìîíîãðàôèè Ñ.Ê. Êëèíè ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà¿.

I. Àëôàâèò K:
1) ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå: A, B, . . ., Z (âîçìîæíî ñ èíäåêñàìè),
2) ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè: q,∨,∧,→,∼,
3) ( , ).
II. Ôîðìóëû K:
1) ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ � ôîðìóëà K,
2) åñëè Φ,Ψ � ôîðìóëû K, òî (Φ ∧ Ψ), (Φ ∨ Ψ), (Φ → Ψ), (Φ ∼ Ψ), qΦ �

ôîðìóëû K.
III. Äëÿ ëþáûõ ôîðìóë Φ,Ψ,Θ èñ÷èñëåíèÿ K ñëåäóþùèå ôîðìóëû ÿâëÿ-

þòñÿ àêñèîìàìè K:
A1. Φ→ (Ψ→ Φ).
A2. (Φ→ Ψ)→ ((Φ→ (Ψ→ Θ))→ (Φ→ Θ)).
A3. Φ→ (Ψ→ Φ ∧Ψ).
A4. Φ ∧Ψ→ Φ.
A5. Φ ∧Ψ→ Ψ.
A6. Φ→ Φ ∨Ψ.
A7. Ψ→ Φ ∨Ψ.
A8. (Φ→ Θ)→ ((Ψ→ Θ)→ (Φ ∨Ψ→ Θ)).
A9. (Φ→ Ψ)→ ((Φ→qΨ)→qΦ).
A10. qqΦ→ Φ.
A11. (Φ→ Ψ)→ ((Ψ→ Φ)→ (Φ ∼ Ψ)).
A12. (Φ ∼ Ψ)→ (Φ→ Ψ).
A13. (Φ ∼ Ψ)→ (Ψ→ Φ).
IV. Ïðàâèëà âûâîäà K:
ÏÂ1 (MP).

Γ, Φ, Φ→ Ψ

Ψ
,

ãäå Γ � ìíîæåñòâî ôîðìóë èñ÷èñëåíèÿ K, Φ, Ψ � ôîðìóëû èñ÷èñëåíèÿ K.

Óïðàæíåíèå 3. Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëà Φ→ Φ ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé â ëþ-
áîì èç îïðåäåë¼ííûõ èñ÷èñëåíèé.

Èñ÷èñëåíèÿ ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà áîëüøå ïîäõîäÿò äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî èñ-
ñëåäîâàíèÿ ñîáñòâåííûõ ñâîéñòâ èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé. Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ
öåëåé çà÷àñòóþ èñïîëüçóþò èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé ãåíöåíîâñêîãî òèïà, êî-
òîðîå èíîãäà íàçûâàþò èñ÷èñëåíèåì ñåêâåíöèé. Õàðàêòåðíàÿ ÷åðòà èñ÷èñëåíèÿ
âûñêàçûâàíèé ãåíöåíîâñêîãî òèïà � ìàëî àêñèîì è ìíîãî ïðàâèë âûâîäà.
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Èñ÷èñëåíèå ñåêâåíöèé

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé ìîæíî íàéòè â êíèãå
Þ.Ë. Åðøîâà, Å.À. Ïàëþòèíà ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà¿. Òåì ñòóäåíòàì, êîòî-
ðûå çàèíòåðåñîâàëèñü ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêîé êàê íàóêîé è çàõîòåëè ïîäðîáíî
èçó÷èòü å¼, ðåêîìåíäóåòñÿ ïðî÷èòàòü ïåðâóþ ãëàâó óêàçàííîé êíèãè è ðàçîáðàòü
âñå óïðàæíåíèÿ ýòîé ãëàâû.

I. Àëôàâèò ÈÑ:
1) ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå: Q0, Q1, Q2, . . .,
2) ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè: q,∨,∧,→,`,
3) ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà F ,
4) ( , ) , ,.
II. Ôîðìóëû ÈÑ :
1) ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ � ôîðìóëà ÈÑ,
2) F � ôîðìóëà ÈÑ,
3) åñëè Φ,Ψ � ôîðìóëû ÈÑ, òî (Φ∧Ψ), (Φ∨Ψ), (Φ→ Ψ), qΦ � ôîðìóëû

ÈÑ.
Îïðåäåëåíèå. Ñåêâåíöèåé ÈÑ íàçûâàþò ñëîâî âèäà

Φ1, . . . ,Φn ` Ψ,

ãäå Φ1, . . . ,Φn,Ψ � ôîðìóëû ÈÑ. Åñëè n = 0, òî ñåêâåíöèÿ èìååò âèä ` Ψ.
III. Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû Φ èñ÷èñëåíèÿ ñåêâåíöèé ñëåäóþùàÿ ñåêâåíöèÿ

ÿâëÿþòñÿ àêñèîìîé ÈÑ :

A1. Φ ` Φ.

IV. Êàê Âû íàâåðíÿêà ïîíÿëè èç íàçâàíèÿ èñ÷èñëåíèÿ, çäåñü ðå÷ü èä¼ò î
âûâîäå îäíèõ ñåêâåíöèé èç äðóãèõ. Ïðàâèëî âûâîäà äëÿ ÈÑ áóäåì çàïèñûâàòü
â âèäå

S1; . . . ;Sn

S
,

ãäå S1, . . . , Sn, S � ñåêâåíöèè. Â ýòîé çàïèñè áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåêâåíöèÿ S
ïîëó÷àåòñÿ èç ñåêâåíöèé S1, . . . , Sn.

Ïðàâèëà âûâîäà ÈÑ :

ÏÂ1.
Γ ` Φ; Γ ` Ψ

Γ ` Φ ∧Ψ
.

ÏÂ2.
Γ ` Φ ∧Ψ

Γ ` Φ
.

ÏÂ3.
Γ ` Φ ∧Ψ

Γ ` Ψ
.

ÏÂ4.
Γ ` Φ

Γ ` Φ ∨Ψ
.
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ÏÂ5.
Γ ` Ψ

Γ ` Φ ∨Ψ
.

ÏÂ6.
Γ,Φ ` Θ; Γ,Ψ ` Θ; Γ ` Φ ∨Ψ

Γ ` Θ
.

ÏÂ7.
Γ,Φ ` Ψ

Γ ` Φ→ Ψ
.

ÏÂ8.
Γ ` Φ; Γ ` Φ→ Ψ

Γ ` Ψ
.

ÏÂ9.
Γ, qΦ ` F

Γ ` Φ
.

ÏÂ10.
Γ ` Φ; Γ `qΦ

Γ ` F
.

ÏÂ11.
Γ,Φ,Ψ,Γ1 ` Θ

Γ,Ψ,Φ,Γ1 ` Θ
.

ÏÂ12.
Γ ` Φ

Γ,Ψ ` Φ
.

Çäåñü Φ,Ψ,Θ � ôîðìóëû ÈÑ, Γ,Γ1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóë ÈÑ (âîç-
ìîæíî ïóñòûå).

Óïðàæíåíèå 4. Ñðàâíèòå ïðàâèëà âûâîäà ÈÑ è àêñèîìû ÈÂ, ñâîéñòâà,
òåîðåìû, êîòîðûå ìû äîêàçûâàëè ïðè èçó÷åíèè ÈÂ.

Îïðåäåëåíèå äåðåâà ñåêâåíöèé:
1) âñÿêàÿ ñåêâåíöèÿ ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì;
2) åñëè D1, . . . , Dn � äåðåâüÿ è S � ñåêâåíöèÿ, òî

D1; . . . ;Dn

S
� äåðåâî.

Ñåêâåíöèþ âìåñòå ñ å¼ ìåñòîì ðàñïîëîæåíèÿ â äåðåâå D íàçûâàþò âõîæäå-
íèåì ñåêâåíöèè â äåðåâî D. Âõîæäåíèå ñåêâåíöèè â äåðåâî D, íàä êîòîðûì íåò
ãîðèçîíòàëüíîé ÷åðòû, íàçûâàþò íà÷àëüíûì â D. Âõîæäåíèå ñåêâåíöèè â D,
ïîä êîòîðûì íåò ãîðèçîíòàëüíîé ÷åðòû, íàçûâàþò çàêëþ÷èòåëüíûì â D. ×àñòü
äåðåâà, ñîñòîÿùàÿ èç ñåêâåíöèé, ðàñïîëîæåííûõ íåïîñðåäñòâåííî íàä íåêîòî-
ðîé ÷åðòîé, ïîä òîé æå ÷åðòîé, è ñàìîé ÷åðòû, íàçûâàåòñÿ ïåðåõîäîì.

Îïðåäåëåíèå. Äåðåâî D íàçûâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì ñåêâåíöèè S â âè-
äå äåðåâà èëè äåðåâîì âûâîäà S, åñëè âñå åãî íà÷àëüíûå ñåêâåíöèè � àêñèîìû
ÈÑ, ïåðåõîäû � ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë âûâîäà ÈÑ, à çàêëþ÷èòåëüíîé ñåêâåíöèåé
D ÿâëÿåòñÿ S.

Íàïðèìåð, ïîñòðîèì äåðåâî âûâîäà ñåêâåíöèè Φ,Ψ ` Φ ∧Ψ:

Φ ` Φ

Φ,Ψ ` Φ
;

Ψ ` Ψ

Ψ,Φ ` Ψ

Φ,Ψ ` Ψ

Φ,Ψ ` Φ ∧Ψ
.

Îïðåäåëåíèå. Ôîðìóëà Φ ÈÑ íàçûâàåòñÿ äîêàçóåìîé â ÈÑ, åñëè ñóùå-
ñòâóåò äåðåâî âûâîäà ñåêâåíöèè ` Φ.
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¾Ðàññóæäåíèÿ¿ â èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé ãåíöåíîâñêîãî òèïà óäîáíåå
ïðîâîäèòü â îáðàòíîì ïîðÿäêå: äîêàçûâàÿ êàêóþ-òî ñåêâåíöèþ, ìû çàïèñûâà-
åì å¼ âíèçó è ïîñòåïåííî íàäñòðàèâàåì íàä íåé äåðåâî âûâîäà, äâèãàÿñü ñíèçó
ââåðõ. Â ýòîì ñîñòîèò åù¼ îäíî îòëè÷èå èñ÷èñëåíèÿ ñåêâåíöèé îò èñ÷èñëåíèÿ
âûñêàçûâàíèé ãèëüáåðòîâñêîãî òèïà.

Óïðàæíåíèå 5. Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëà qqΦ→ Φ äîêàçóåìà â ÈÑ.
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